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1. 

Erzeugimg der Curven vierter Ordnung durch 

Bewegung gerader Linien. 

(Von Herrn H. Grafsmann, Oberlehrer an der Friedrich- Wilhelms-Schule zu Stettin.) 



Über die Erzeugung der Curven vierter Ordnung durch gerade Linien 
habe ich in diesem Journal (Band 43, S. 190) folgenden Satz aufgestellt. 

„Wenn der Punct jr Anfangspunct von vier offenen Figuren ist, von denen 
zwei und zwei ein gemeinschaftliches End- Element haben, während die 
beiden gemeinschaftlichen Elemente zugleich Grenz-Elemente einer fünften 
offenen Figur sind: so beschreibt x, wenn die sämmtlichen Ecken der 
offenen Figuren in festen Geraden und die sämmtlichen Seiten derselben 
um feste Puncte sich bewegen, eine Curve vierter Ordnung.^^ 

Ich erinnere hier daran, dafs ich dasjenige Element (Punct oder Linie), 
mit welchem eine offene Figur beginnt, oder schliefst, ein Grenz-Element der- 
selben nenne. Zur Erläuterung möge (Taf.L Fig. 7) dienen, in welcher der Punct y 
End-EIement zweier von x ausgehenden offenen Figuren und die Linie Z End- 
Element der beiden andern ist, während die von y zn Z fibergehende offene 
Figur eine Seite und eine Ecke enthält. Es kann auch insbesondere der Fall 
eintreten, dafs eine oder die andere offene Figur nur aus einem Punct und 
einer Linie besteht, also gar keine Seiten und Ecken hat, sondern von 
dem Anfangs-Element sogleich in das End-Element übertritt. Dieser Fall tritt 
z. B. in Fig. 6 ein, wo von den vier von x ausgehenden offenen Figuren die 
beiden mittleren nur aus dem Pnncte x und einer Geraden y oder Z bestehen. 

Zu den verschiedenen Specialsätzen, in welche der angeführte Satz 
zerfällt, gelangt man leicht, wenn man bedenkt, dafs die beiden Übergangs- 
Elemente (so nenne ich die beiden Grenz-Elemente der vermittelnden offenen 
Figur, welche in dem Satze als die fünfte offene Figur bezeichnet ist) ent- 
weder Puncte sein können, wie y und z in Fig. 1, oder Gerade, wie Y und Z 
in Fig. 2, oder das eine ein Punct, das andere eine Gerade, wie y und Z in 
Fig. 3, und dafs, wenn ein Übergangs-Element eine Gerade ist, von den beiden 
offenen Figuren, die von x aus nach diesem Übergangs -Element hingehen^ 
die eine blofs aus dem Puncte x und diesem Übergangs -Elemente bestehen 
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2 /• Graf^mannj über die Curven vierier Ordnung. 

kann; wie z. B. in (Fig. 4), wo das Übergangs - Element Z von x ausgeht. 
Hierdurch zerfällt der allgemeine Satz in sechs SpecialsStze , welche ich hier 
kurz zusammenstellen will. 

1. Wenn man in einem Polygon (Fig. 1) von einer Ecke x zwei 
Diagonalen zieht und sich das Polygon (dessen Seitian und Winkel hier flberall 
als variabel angenommen werden) so bewegt, dafs alle Ecken, aufser den drei 
von der Diagonale getroffenen, in geraden Linien fortschreiten, und alle Seiten, 
wie auch die Diagonalen, um feste Pancte sich drehen, so beschreibt x eine 
Curve vierter Ordnung. 

2. Dasselbe geschieht, wenn man (Fig. 2) statt der beiden Diagonalen, 
von X zwei Gerade nach zwei Seiten des Polygons zieht und das Polygon 
sich so bewegen läfst, dafs diese Geraden nnd alle Seiten, aufser jenen zweien, 
und feste Puncto sich drehen, und sowohl die Endpnncte jener beiden Geraden, 
als auch alle Ecken des Polygons, aufser x, in geraden Linien fortschreiten. 

3. Ferner geschieht auch noch dasselbe, wenn man (Fig. 3) nur 
statt einer Diagonale eine Gerade nach einer Seite des Polygons zieht 

4. Wenn zwei Polygone (Fig. 4) eine gemeinschaftliche Ecke x 
haben, wfihrend die Polygonwinkel an dieser Ecke einen gemeinschaftlichen 
Schenkel haben, und nuin in einem dieser Polygone von x eine Diagonale 
zieht, so beschreibt x, wenn sich alle Ecken, aufser den von der Diagonale 
getroffenen, in geraden Linien bewegen, und alle Seiten beider Polygone, aufser 
den ineinander liegenden, um feste Puncto sich drehen, eine Curve vierter 
Ordnung. 

5. Das Gleiche geschieht auch (Fig. 5), wenn man von x, statt 
der Diagonale, die um einen festen Punct rotirt, eine Gerade zieht, deren 
Durchschnittspunct mit einer Seite des Polygons sich in einer festen Ge- 
raden bewegt. 

6. Wenn drei Polygone (Fig. 6) eine gemeinschaftliche Ecke x 
haben und ihre an dieser Ecke befindlichen Polygonwinkel stetig an einander 
liegen, und sich dann die Polygone so bewegen, dafs alle Ecken, aufser x, in 
festen Geraden fortschreiten, und alle Seiten, aufser denjenigen, in welchen 
jene stetigen Winkel aneinander grenzen, um feste Puncto sich drehen, so 
beschreibt x eine Curve vierter Ordnung. 

7. Alle vorstehenden Sfitze gelten auch noch, wenn man (Fig. 7) 
statt der von x gezogenen Geraden, gebrochene Linien setzt, deren Seiten 
um feste Puncto und deren Ecken in festen Geraden sich bewegen. 
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Da der allgemeine, an die Spitze gestellte Satz seinerseits wieder nur 
ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes ist, den ich in meiner Aus- 
dehnnngslehre (S. 244 ff.) und im 31. Bande dieses Journals aasfflhrlicb be- 
wiesen habe, so darf ich mich hier des Beweises entheben, zamal derselbe 
nicht die mindesten Schwierigkeiten hat. 

Ungleich schwieriger ist der Nachweis, dafs sich, umgekehrt, jede be- 
liebige Carve vierter Ordnung, auf jede der sechs Arten, welche in den vor- 
hergebenden Specialsdtzen dargestellt sind, erzeugen Ififst. Ich werde hier 
die einfachsten Erzeugnngs- Arten, durch welche jede beliebige Curve vierter 
Ordnung hervorgebracht werden kann, in einen» Satze zusammenstellen und 
dann die Beweise ihrer Allgemeinheit liefern: 

„Jede Curve vierter Ordnung läfst sich erzeugen, als Ort: 

1) Einer Ecke (ar) eines Sechsecke (Fig. 1), in welchem von dieser 
Ecke {x) zwei Diagonalen nach zwei einander benachbarten Ecken ge- 
zogen sind, und in welchem diese Diagonalen und alle Seiten durch feste 
Puncto gehen, während alle von den Diagonalen nicht getroffenen Ecken 
in festen Geraden liegen. 

2) Einer Ecke {x) eines Fünfecks (Fig. 2), in welchem von dieser 
Ecke (x) nach zwei Puncten (jf^ und /I2)) die in zwei aneinanderstebenden 
Seiten liegen, zwei Gerade gezogen sind, und in welchem alle übrigen 
Seiten, so wie diese beiden Geraden {xpi und xpi)^ durch feste Puncto 
gehen, während die Puncto {pi und P2) und alle Ecken aufser x, in 
festen Geraden liegen. 

3) Der Spitze (x) eines Fünfecks (Fig. 3), in welchem von der 
Spitze nach einem Puncto (pi) der Grundseite und nach einer daran 
liegenden Ecke zwei Gerade gezogen sind, und in welchem diese Geraden 
und alle Seiten, aufser der Grandseite, durch feste Puncto gehen, während 
jener Punct (pi) und alle von der Diagonale nicht getroffenen Ecken in 
festen Geraden liegen. 

4) Der gemeinschaftlichen Ecke (x) eines Vierecks und eines stetig 
daran liegenden Dreiecks (Fig^4), wenn die von dieser Ecke gezogene 
Diagonale des Vierecks und alle Seiten beider Figuren, mit Ausnahme 
der aufeinander fallenden, durch feste Puncto geben und alle von der 
Diagonale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen. 

5) Der gemeinschaftlichen Ecke (x) eines Dreiecks und eines stetig 
daran liegenden Vierecks (Fig. 5), in welchem von dieser Ecke x nach 
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einem Pancte (pi) der an die gemeinschaftliche Seite sich anschliefsenden 
Seite eine Gerade gezogen wird, während diese Gerade und alle Seiten, 
aufser der gemeinschaftlichen, durch feste Puncte gehen und jener Punct (pi\ 
so wie alle Ecken aufser x, in festen Geraden liegen. 

6} Der gemeinschaftlichen Spitze x dreier stetig an einander liegender 

Dreiecke (Fig. 6), deren übrige Ecken in festen Geraden liegen und 

deren Grundseiten und äufsersten Schenkel durch feste Puncte gehen.*' 

Ehe ich zu den Beweisen dieser Sätze fihergehe, will ich der Übersiebt 

wegen diejenigen Formeln voranstellen, auf welche ich dabei zurückgehen 

werde. Überall werde ich unter den kleinen Buchstaben Puncte, unter den 

grofsen gerade Linien verstehen. Wie in den frühem Aufsätzen soll: 

(1.) ab 
die durch a und b gehende Gerade, 

(2.) AB 
den Durchschnitt von A und B bezeichnen. Ferner soll 

(3.) aJ = 0, oder a^h 
ausdrücken, dafs a und b zusammenfallen; 

(4.) AB = Q, oder A = B, 
dafs A und B zusammenfallen, 

(5.) Ab=0 oder bA—0, 
dafs b m A fällt. 

Nun habe ich gezeigt, dafs die Gleichung 

(6.) AJ, = 0, 
wenn Ax^ und b^ Producte in dem Sinne der Formeln (6. und 2.) sind, 
welche den Punct x zusammen ^mal als Factor enthalten, die Gleichung einer 
von X beschriebenen Curve ^ter Ordnung ist. Diesen Satz habe ich den er- 
weiterten Pascalsc\ien genannt. Der Pascalsche Satz über das mystische 
Sechseck läfst sich, wenn xabcde dieses Sechseck ist, durch die Formel 

(7.) (xa.cd)(ab.de){bc.ex) = 
ausdrücken, da dieselbe nur aussagt, dafs die drei Durchschnittspuncte der 
gegenüberliegenden Seiten jenes Sechsecks in gerader Linie liegen. Setzt man 
hier cd^B, ab.de ^c^^^ bc^D, so erhält man folgenden Satz: 
^Die Gleichung 

(8.) xaBciDex = 
ist die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch die 5 Puncte a, e, BD, 
aCiD, eCiB geht." 
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Noch fOge ich folgende einfache Umgestaltungsformeln hinzu: 
Die Gleichung 

axBcx = 
(9.) /drOckt aus, dafs entweder 

acx = 0, oder Bx = 
ist. Denn die Gleichung drflckt aus, dafs der Punct axB mit c und x in 
gerader Linie liegt. Dies ist aber erstens der Fall, wenn x in B liegt, in- 
dem axB^x wird. Liegt hingegen x nicht in B, so ist axB von x ver- 
schieden, und die Gleichung sagt dann aus, dafs c in der durch die Puncte 
axB und x gelegten Geraden, d. h. in der Geraden ax liegen mufs. Es 
mufs also nothwendig entweder xB, oder acx. Null sein. 
Ferner die Gleichung 
i ahC = 

(10.) (ist, wenn ah nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 

I aC=0 und hC = 0. 

Denn abC=^0 drOckt dann aus, dafs die Gerade ab mit C zusammenffillt, 
d. h., dafs a und 6 in C fallen. Eben so ist die Gleichung 
( ABc = 0, 

(11.) /wenn AB nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 
I Ac = nn6 Bc = 0. 

Endlich ergiebt sich leicht der Satz: 

Wenn ein fortschreitendes planimetrisches Prodnct (d. h. ein Product 
im Sinne der Formeln (1 bis 5.)), welches mit zwei Punct- oder Linear- 
Factoren beginnt und schliefst, während sonst flberall Punct und Linie wech- 
seln. Null ist: so bleibt es auch Null, wenn man, von einem beliebigen Factor 
an, die ganze Factorenreihe umkehrt und in kleinere schliefst, z.B. wenn 

IahCdEfg = 
ist, so ist auch 
a{gfEdCh) = 0. 
Denn die erste Gleichung drOckt aus, dafs die drei Puncte abCdE, f, g in 
gerader Linie liegen. Dasselbe drflckt die Gleichung adCtfJEJ(/^)=0 aus. Vermöge 
dieser Gleichung gehen wieder die drei Geraden cACä, E, fg durch einen und 
denselben Punct, und das Nemliche drflckt die Gleichung abCd{fgE) aus, u. s. w. 

Obgleich sich noch manche Formel aufstellen liefse, die fflr den gegen- 
wärtigen Zweck von Nutzen sein wflrde, wird man doch mit den vorstehenden 
Formeln ausreichen. 



6 i. Brafsmann, über die Curvefi vierter Ordnung. 

Indem ich non smn Beweise des oben aofgestellten sechsfachen Salzes 
abergebe 9 bemerke ich noch, dafs ich mich nicht damit begnOgen werde, 
blofs im Allgemeinen die Erseogbarkeit der Curven vierter Ordnung aof 
die dort angegebenen 6 Arten nachzuweisen, sondern dafs ich Oberall bis zor 
geometrischen Constroction derjenigen Poncte und geraden Linien fortschreiten 
werde, in welchen sich die Geraden und Puncto der veränderlichen Figur be- 
wegen mflssen, damit der Punct x eine gegebene Curve vierter Ordnung erzeuge. 

Ich zerlege zu dem Ende den Beweis in eine Reihe von Aufgaben, 
die ich in den folgenden Paragraphen lösen werde und mit deren Lösung 
der Beweis des obigen Satzes, nebst der geometrischen Gonstruction aller 
Constanten, vollendet ist. 

$■ 1. 

Die sechs in dem Satze beschriebenen Arten der Bewegung in Formeln darzustellen. 

Aus den Formeln (1, 2 und 5.) ergiebt sich sogleich, dafs die in dem 
obigen Satze beschriebenen Bewegungen, wie sie in den Figuren (1 bis 6) 
bildlich ausgedrflckt sind, beziehlich durch folgende 6 Gleichungen darge- 
stellt werden: 

(1.) xaBh^{xh)d^{xe)f^Gg^Fkx = 0, 
(2.) xaB(xbC)D{xeE)Fß,Gkx = 0, 
(3.) xaBbi{xh){xeE)Fff^Gkx = 0, 
(4.) xaBb, {xb) d,Ex F^.Gkx = 0, 
(50 xaBbixD{xeE)Fff^Gkx = 0, 
(6.) xaBb^x D c^E X Fg^Gkx = 0. 

§. 2. 

Die sämmtlichen Puncto zu finden, welche, statt x gesetzt, ein Product, in welchem nur 
die durch die Formel (1. and 2.) dargestellten Multiplications- Arten vorkommen, 

gleich Null machen. 

1. Wenn ein Product nur die durch die Formel (1. und 2.) dargestellten 
Multiplications- Arten enthAlt, so wird es als Product, entweder zweier gerader 
Linien, oder zweier Puncto sich zeigen. Es wird nur nöthig sein, einen dieser 
Falle, etwa den zweiten, zu betrachten, da der andere durch ReciprooitAt aus 
ihm hervorgeht. Man hat dann das Product zweier Puncto. Der eine der- 
selben, den wir als ersten Factor setzen wollen, sei wieder aus zwei Factoren 
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zQsammengesetzt, so werden diese Factoren Linien sein nnd man erhält also 
die Form ABc. Man nehme an^ dalB^ A, B, e den Funct x beziehUch amal, 
/Smal, ^'mal als Factor enthalte. Es seien bereits die Pnncte gefunden^ welche, 
statt X gesetzt, ABc gleich Nnll machen. Dann sind nur noch die Puncte 
zu suchen, welche ABc gleich Null machen, ohne AB gleich Null zu machen. 
Ist nun aber AB nicht Null, so ist nach Formel (11.) die Gleichung 

ABc = 
gleichbedeutend mit dem Gleicbungspaare 

-ic == nnd Bc = 0, 
von welchen die erstere eine Curve (a-|-^)ter Ordnung, die letztere eine 
Curve (ß'{'y)\er Ordnung darstellt. Ihre Durcbscbnittspnncte sind die gesuch- 
ten Puncte. Also: 

„Wenn A, B, c Productfunctionen des Punctes x sind (die ersteren 
beiden gerade Linien, die letzte ein Punct), so findet man diejenigen 
Punpte X, fflr welche 

(a.) ABc = und AB ungleich 
ist, als die Durchschnitte der beiden Curven, deren Gleichungen 

(*.) Ac = und Äc = 
sind, und von denen sich die erstere um alle Puncte schlingt, welche 
A gleich Null machen, die letztere um die, welche B gleich Null machen."" 
Auf diese Weise findet man also, indem man schrittweise die Zusam- 
mensetzung des Products verfolgt, und bedenkt, dafs zuerst xa nur fflr x^a. 
Null ist, alle die Puncte, welche das Product gleich Null machen, und die 
Aufgabe ist gelöset (Vergl. Band 42. S. 201). Doch lAfst die Methode in 
einigen FAllen eine Vereinfachung zu. 

Nämlich erstens, wenn c und B constant sind, so enthält die Gleichung 
I7c = den Punct x gar nicht Wird also diese Gleichung nicht erfüllt, 
d. h. liegt c nicht in B, so giebt es keinen Punct, welcher, statt x gesetzt, 
ABc gleich Null macht, ohne AB gleich Null zu machen. Liegt hingegen c 
in B, so folgt, dafs jeder Punct x, welcher der Gleichung Ac=::0 genügt, 
d. h. jeder Punct der durch diese Gleichung dargestellten Curve, auch ABc 
gleich Null mache. Wir wollen in diesem Falle der Kürze wegen sagen, es 
sei dies Product ABc durch jene Curve thmlhar. Also: 

Erstlich. „Wenn das Product zwei aufeinanderfolgende constante 
Factoren enthalt, von denen der Punctfactor in dem Linienfactor liegt, so ist 
das Product durch eine Curve tkeilbar. Folgen hingegen zwei constante 
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Factoren auf einander, die nicht diese Lage haben, so bedingt das Hin- 
zutreten des zweiten dieser Factoren keine neuen Pnncte, die, statt x 
gesetzt, das Froduct gleich Null machen/' 
Ist zweitens c wieder ein Froduct ^ CD und sind B und D constant, 
so hat man, als diejenigen Functe, far welche 

(c.) AB{CD) = und AB ungleich 
ist, die Durchschnittspuncte der Curven 

(rf.) ACD = upd BCD = 0. 
Fallen nun zuerst die constanten Linien B und D zusammen, so wird die 
zweite der Gleichungen BCD schon allgemein befriedigt. Es ist also dann 
AB{CD)=^0 gleichbedeutend mit der. Gleichung ACD = 0. Alle Functe^ 
der durch die letztere Gleichung dargestellten Curve machen daher das Fro- 
duct .li}(CJ9j gleich Null; d. h. dieselbe ist durch jene Curve tAeilbar. FfiUt 
aber B nicht mit D zusammen, und ist auch CD ungleich Null, so drücken 
BD sowohl, als CD, einen Punct aus, und zwar, vermöge der zweiten 
Gleichung in C^.)? denselben Funct, d. h. es ist BD^CD. Man kann also 
in der ersten Gleichung in (^d.') BD statt CD setzen und erhält somit 

ABD =: und CBD = 
als diejenigen Gleichungen, welche die Gleichung (i/.) ersetzen. Von ihnen 
stellt die erste eine Curve aten, die letzte eine Curve ^ten Grades dar. Somit 
sind die Functe x, welche das Froduct AB (CD) gleich Null machen, ohne 
AB oder CD gleich Null zu machen, die Durchschnittspuncte dieser beiden 
Curven vom aten und ^ten Grade. Also: 

2. ^Wenn das (^mittels der Multiplications - Arten (1. und 2.)} zu- 
sammengesetzte Froduct P aus zwei Factoren besteht, deren jeder ein 
Froduct aus einem variabeln und einem constanten Factor ist, so ist P 
durch eine Curve theilbar, so oft die beiden constanten Factoren zu- 
sammenfallen. Fallen sie nicht zusammen, so erhfilt man die neu hinzu- 
tretenden Functe, welche P gleich Null machen, als Resultat der Elimination 
aus zwei Gleichungen, die sich ergeben, wenn man das Froduct der beiden, 
constanten Factoren, in einem jeden der beiden variablen Factoren, ein- 
zeln gleich Null setzt.'' 
Endlich mögen noch zwei besondere Fälle betrachtet werden, weiche 
in den Gleichungen (§. 1.) vorkommen, indem man nämlich die Functe x sucht, 
welche xoBb^^xb)^ und diejenigen, welche xaB{xbC) gleich Null machen. 
Ich nehme an, dafs von den vorher erwähnten Fällen, in denen diese Froducte 



/. GrafsmauHj über die Curven viet*tet* Ordnung. 9 

durch Curven theiibar werden, keiner eintritt, scbliefse also aus, dafs a oder 
ii in B, b in C falle und dafs b^ mit b, oder B mit C identisch werde. 
Ist dies ausgeschlossen, so folgt, dafs die beiden Factoren xaBbi und xb des 
ersten Products nur dann verschwinden, wenn o: in a oder in b fflilt, und dafs 
aufserdem das ganze Prodnct Null wird, wenn xaBbib und xbby sogleich 
Null werden; d. h. wenn x in der Geraden bb^Ba und zugleich in der Ge- 
raden bbi liegt. Liegen nun a, b, b^ in gerader Linie, so fallen diese beiden 
Geraden zusammen : also, wenn x in einer und derselben Geraden liegt, so liegt 
es auch in der andern, und macht also das Product xaBb^^xB) gleich Null; 
d. h. dies Product ist dann durch die Curve (gerade Linie), xbb^ == theiibar. 
Liegen aber a, b, b^ nicht in gerader Linie, so liegt x im Durchschnitt der 
beiden Geraden bb^Ba und bb^^. Dieser Durchschnitt ist bb^B. Also: 

3. „Das Product xaBb^{xb) wird durch eine gerade Linie thmlr 
bar, wenn a und b^ in B fallen oder a, b, b^ in gerader Linie liegen. 
Findet keiner dieser drei Ffille Statt, so wird das Product nur durch die 
drei Puncto x^ a, b, bb^B .gleich Null gemacht/' 

Das Product xaB(xbC) wird unter den obigen Voraussetzungen nar 
gleich Null, wenn x=^a qAer^b, oder zugleich xa(BC) und .xb(BC)Jin\l 
sind, d. h. wenn x zugleich in der Geraden BCa und in den Geraden BCb 
liegt. Fallen diese beiden Geraden zusammen, d. b. liegen die drei Puncte 
a, by BC in einer Geraden, so wird das Product durch diese Gerade theiibar. 
Liegen sie nicht in einer Geraden, so ist x der Durchschnitt der beiden Geraden 
BCa und BCb, d. h. es ist x^BC. Also: 

4. „Das Product xaB(xbC) wird durch eine gerade Linie theiibar, 
wenn a in B, oder 6 in C liegt, oder wenn die drei Geraden ab, B und C 
durch einen und denselben Punct gehen. Findet keiner dieser vier Fälle 
Statt, so wird das Product nur durch die drei Puncte x^a, b und BC 
gleich Null gemacht.'' 



§. 3. 

Diejenigen Puncte x zu Gnden, \relche die Producte in ($. l.)? bis zum Factor F 

oder /j hin, gleich Null machen. 

Es wird nur nöthig sein, diese Aufgabe an dem ersten jener Producte 
ausführlich zu lösen, worauf man dann bei den fünf übrigen die Ausdrücke der 

CreU^'t Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heftl. 2 
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PuDCle, welche sie gleich Null machen, anmiUelbar aus dem betreffendeu Pro- 
docle selbst wird ablesen können ; so dafs eine Zusammenstellung dieser Aus- 
drQcke genOgen wird. Wir schliefsen di^bei ein für allemal, die in (§. 2.) 
erwähnten Fälle aus, in denen das Product durch eine Curve tkeilbar wird, 
da diese FAlle nur die Betrachtung verwirren wfirden, ohne für die Allge- 
meinheit förderlich zu sein. Welche Puncte x machen also zuerst das Pro- 
duct xaBbi{xb)di{xe)f^ gleich Null? 

Es sind dies nach (§.2.) zuerst die drei Puncte m, h, bbiB; ferner 
der Punct e, und aufserdem die Puncte, für welche die Gleichungspaare 

\xaBbidi = 0, ixaBbi{xb)dte = 0, ixaBbi{xb)dift = 
xbdi = 0, \xdie == 0, \xefi = 

gelten. NtaiUch das erste Paar dieser Gleichungen bestimmt nach dem ersten 
Salze in CS* ^0 ^^^ Punct, welcher das Product xaBbi{xb)di gleich Null 
macht, ohne xa Bby {xb) gleich Null zu machen ; das letzte Paar bestimmt nach 
demselben Satze diejenigen zwei Puncto, welche das ganze Product, bis /l bin, 
gleich Null machen, ohne es bis zum Factor {xe) bin gleich Null zu machen. 
Das zweite Paar der Gleichungen bestimmt nach dem zweiten Satz in (§. 2.) 
diejenigen Puncte, welche das Product xaBbi{xb)di(xe) gleich Null machen, 
ohne xaBbi{xb)di oder xe gleich Null zu machen; xe endlich wird nur 
Null für x-:^:e. Das erste Gleichungspaar können wir nach der Formel (12.) 
auch wie folgt schreiben: 

dibiBax ^=: und dibx=^0. 

Sie drücken aus, dafs x in den beiden Geraden dib^Ba und dib, also in 
ihrem Durchschnitt liegt, d. h. sie liefern den Punct 

x=:dibiBa{djLb)^ den wir d nennen wollen, wfihrend wir den Punct 
hbiB mit c bezeichnen. 

In dem zweiten Gleichungspaare drückt die untere Gleichung Dasselbe 
aus, nemlich dafs x in die liegt; die obere, dafs die drei Geraden xaBbi^ 
xb, die durch einen und denselben Punct gehen. Da aber x in d^e liegt, 
so schneiden sich die beiden letzteren Geraden in x, also mufs die erste jener 
drei Geraden auch durch x gehen, d. h. es ist 

xaBbiX = 0. 
Diese Gleichung drückt nach Formel (9.) aus, dafs j^ entweder in abi oder 
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in B liegt. Da aber x sugleicb in i^^ liegt 9 so giebt das sweite Gleichongs- 
paar die Pnncte 

X ^ dieB und x e= die{abi). 

Endlich das letzte Gleicbnngspaar drOckt aas^ dafs x in dem Durchschnitt der 
Geraden efi und des Kegelschnitts xaBb^{xb)dif=^0 liegt. Dieser Kegel- 
schnitt geht nun offenbar durch die vier Puncto, welche xaBbi{xb)d\ gleich 
Null machen, d, h. durch die Puncto a, b, c, d. Um noch einen fanften Punct 
zu finden, sehreibe man die Gleichung dieses Kegelschnitts, welche ausdrAckt, 
dafs die drei Geraden xaBb^^ xb, difi durch einen und denselben Punct 
gehen, in der Form xaBbi{difi)bx = 0. Dann folgt aus dem Satze (No. 8), 
dafs der Kegelschnitt auch durch den Punct dif^B gehti^ den wir mit r be- 
zeichnen wollen. Demnach drOckt das dritte Gleichungspaar aus, dafs x in 
den Durchschnitten der Geraden ef^ und des durch die Pimote a, b, c, d, r 
gelegten Kegelschnitts geht. Sind h und i diese Darcbschnittsponcte . so soll 
dies symbolisch durch 

(A,i) = ef^.la, b, c, d, r] 

ausgedrflckt werden. 

Also sind die Pnncte x, fOr welche 

xaBbi{xb)di{xe)fi = 
wird, erstens die sieben Puncto 

a, b, bbiB, d^b^BaiJbd^^ e, ediB, eii{abt), 
(1.) ^die ich nach der Reihe mit 

a, b, c, d, e, f, g 
'bezeichnen will, und anfserdem die beiden Puncto 

(Ä, •) = efi.[a,b, c, d, r], wo r = dJ^B 



ist. 



(2.) 



Eben so findet sich 

xaB(xbC)D{xeE)F = 
ffir die Puncto 

a, b, BC, BDa{DCb), e, 
die ich mit 

a, bj c, d, e 
[bezeichne, und anfserdem fflr die vier Puncto 

(f,jf) = DEe.[a, b] c, d, r], wo r = DEbB, 
{A, t) s FEe.[a, b, e, d, s], wo * = DFbB. 

2» 



12 i. Grufsmann, über die Ourven vierter Ordnung, 

Ferner wird 

xaBbi{xb){xeE)F = 
fär die Poncte 

tf, b, bbiB, ab,E, e, BE, beEb^Ba^be)*), 
(3.) /die nach der Reihe durch 

a, b, c, d, e, f, g 
^bezeichnet werden sollen, und aufserdem fQr die zwei Puncte 
(Ä, f) = EFe.\ay b, c, r, *], wo r = BF, s = ab^F. 

Sodann wird 

xaBb^{xb)d^ExF = 
für die Puncte 

a, b, bb^B, d^b^Ba(bd,)^ bd^E, ab,E, BE, 
(4.) /die ich nach der Reihe mit 

a, b, c, d, e, f, ^♦*) 
bezeichne, und aufserdem ffir die Punete 

(A,f) = F.[a, b, c, d, r], wo r = EFd,B. 

Ferner ist 

xaBb,CxD{xeE)F = 

fQr die Puncte 
a, BC, ab,C, DCb.BaD, e, DE, efCb^oB {ef) , 
(5.) /die der Reihe nach 

a, b, Cy d, e, f\ g 
bezeichnen sollen, und aufserdem für die zwei Puncte 

(Ä,t) = FEe.[a, b, c, d, r], wo r = DF. 



*) Die vier Puncte d ...y \n (3.) erfolgen so. Nach ($.2.) wird xaBbi{xb){xeE) =iO^ 
wenn xaBb^{xeE)^0 und xb(jreE)=zO ist. Man kann dafür (nach 12.) xaBb^Eex=^0 
und xbEexssO schreiben. Das Letztere giebt (nach 9.) x entweder inJE, oder in eb 
liegend. Dem Ersteren wird (nach 8.) unter andern durch die Puncte ££> ah^E und e 
genfigt. Also sind A£und ab^E die Durchschnitte von JS mit dem Kegelschnitt j:atf6j£ejr=0. 
Eben so ist e einer der Durchschnitte von eb mit diesem Kegelschnitt. Um den andern 
zu flnden. nehme man x in eb an, so ist ex^eb, also, Dies in die Gleichung des 
Kegelschnitts gesetzt, ergiebt sich xaBb^Ecb =zOy oder (nach 12.), beEb^Bax^ 0^ 
d. h. X liegt in der Geraden beEb^Ba, aber auch in he, also ist x^beEb^Ba{be). 

**) Die Puncte e, f, g erfolgen so. Nach ($. 2.) ist xaBb^(xb)d^Ex^Oy wenn 
xaBb^(xb)d^x = und £r=:0 ist. Die erstere Gleichung kann auch xb(xaBbi}d^x = 
geschrieben werden. Sie drückt (nach 9.) aus,' dafs entweder x in bd^ liegt, oder dafs 
xaBb^xs=iO ist, d. h. x in B oder in ab^ liegt; also erhält man x^ den Durchschnitten 
dieser drei Geraden mit der Geraden E, folglich ^bd^E, BEj ab^E. 
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Endlich ist 

xaBb^CxDc^ExF = 
für die Puncte 

a, BC. ab^Cy DCb.BaD, DE, 

ra -^ /^i^ ich mit 

a, Oj c, Oj e 
Ibeseichne, und aufserdem för die vier Puncle 

{f,Sf) = E.[a, b, c, c\, r], wo r = b^CiB, 
(Ä, t) = F.[a, b, c, d, s\, wo * = FEc^D. 

In jedem dieser sechs Fälle giebt es also nenn Puncto , welche, statt 
X gesetzt, das betreffende Product gleich Null machen. 

Die besonderen Beziehungen in der Lage der neun in ($• 3.) gefundenen Puncte 

fär jeden der 6 Fälle zu finden. 

Die in (§. 3.) gefundenen neun Puncte haben in jedem der sechs Fälle 
die Beschaffenheit, dafs sich um sie eine bewegliche Curve dritter Ordnung 
schlingen läfst. In der That haben jene Producte entweder die Form QF 
[im 2ten bis 6ten Falle], oder die Form qfi [im ersten FaUe]^ wo Q oder q 
den Factor x dreimal enthält. Fflgt man nun zu QF eine constante Gerade G 
als Factor hinzu, die nicht mit F zusammenfällt, so drfickt die Gleichung 

QFQ = 

(nach der Formel 6.) aus, dafs x einer Curve dritter Ordnung angehört. Diese 
Curve enthält offenbar die neun Puncte, welche das Product (^/^ gleich Null machen. 
Alle fibrigen Puncte jener Curve geben, in Q statt x eingeführt, eine Gerade, 
welche die Gerade F in dem Punct FG schneidet. Läfst man nun die Gerade G 
in eine beliebige andere Gerade G' übergehen, welche F in einem von FG 
verschiedenen Puncte trifft, so drQckt die Gleichung QFG' eine Corvo dritter 
Ordnung aus, welche sich um dieselben neun Puncte schlingt. Alle flbrigen 
Puncte dieser Curve geben, statt x m Q eingeffibrt, eine Gerade, welche die 
Gerade F in dem Puncte FG* schneidet, also in einem andern Puncte, als 
wenn man in Q die Puncte der ersten Curve einführt. Beide Curven haben 
also aufser jenen neun Puncten keine Puncte gemein, und man erhält also 
eine bewegliche Curve dritter Ordnung, die sich um jene festen neun Puncte 
schlingt. Dasselbe ergiebt sich in dem andern Falle, wenn man qfi mit einem 
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Puncto ^1 combinirt, und dann entsprechend verfährt. Also haben in allen 
sechs Fällen die gefundenen neun Puncte die angegebene Beschaffenheit. 

Ferner liegen in jedem der einzelnen sechs Fälle mindestens drei von 
den neun Puncten in gerader Linie. So z. B. liegen in dem ersten Falle, 
wie sich unmittelbar aus den Formeln in (§. 3, 1.) ergiebt, e, f, g in der 
Geraden ed^ und e, h, i in der Geraden ef^. Es wird genOgen, Dies fOr die 
einzelnen Fälle flbersichtlich zusammenzustellen. 
^In gerader Linie liegen: 

In 1. die Puncte e, f, g und ebenso e^ h^ i; 

f.9 - - 
f>9 ' - 

e. f. gr 

Es ist bekannt, dafs wenn von neun Puncten, um welche sich eine be- 
wegliche Curve dritter Ordnung schlingen läfst, drei in gerader Linie liegen, 
die sechs fibrigen in einem Kegelschnitt liegen mflssen. Also giebt es in den 
ersten fünf Fällen jedesmal zw^ Kegelschnitte, in welchen sechs der neun Puncte 
liegen mflssen, in dem letzten giebt es einen solchen. Diese Beziehung mufs 
also durch die obigen Formeln gleichfalls ausgedrückt sein. Doch ist es nöthig, 
zu bemerken, dafs dieselbe durch die oben dargestellten Beziehungen schon 
mitbedingt ist. 

§. 5. 

Wenn beliebige neun Puncte gegeben sind, welche die in ($. 4.) bezeichnete Loge 
haben, die Prodocte der in ($. 3.) dargestellten Formen zu finden, welche für 

diese neun Puncte verschwinden. 

Es seien a, b, . . . i die neun gegebenen Puncte, wdche der Bedingung 
unterworfen sind, dafs sich um sie eine bewegliche Curve dritter Ordnung 
schlingen läfst. Hierzu tritt im ersten Falle die Bedingung hinzu, dafs e so- 
wohl mit /* und g, als auch mit h und i, in gerader Linie liege. Dann kommt 
es im ersten Falle nur darauf an, B, ft|, rf^, f^ so zu wählen, dafs den 
Gleichungen in (§. 3, 1.) genügt wird. Ja, da durch acht jener neun Puncte 
bekanntlich schon immer der neunte bestimmt ist, so kommt es nur darauf an, 
die Gleichungen für acht Puncte zu erfüllen, indem dann die Gleichung, durch 
welche der neunte Punct bestimmt ist, schon immer von selbst erfüllt werden 
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iDofs. Man wähle zu dem Puncte, der unberficksichtigt bleiben soll, den Punet y. 
Dann sagt die Gleichung, darch welche der Ponct c in (§. 3, 1.) bestimmt ist, 
nimlich c^eMiB, ans, dafs c sowohl in bbi als in B liegt; oder, anders aus- 
gedrückt, dars bebi und cB Null sind. Die Gleichung d^dibiBa{bdi) sagt 
aus, dafs d in der Geraden dxb^Ba und in bdi liegt, d. h,, dafs d^b^Bad 
z=bdid=^0 sei, oder, anders geschrieben (nach Fall 12.) 9 dafs daBdib^ 
und bddi Null sind. Die Gleichung f^ed^B drflckt aus, dafs efdi und fB 
Null sind. Diese Ausdrflcke, welche hiemach Null sind, in angemessener 
Ordnung zusammengestellt, sind: 

bddi^ ^B. bcbi^ 
efd,, fB, daBd,b,. 

Aus dem Verschwinden der senkrecht unter einander stehenden Aus- 
drflcke folgt sogleich 

dl = W(€f ), B = ef, *i = daBd,{be). 
Femer drflckt die Gleichung {k, i) ^ efi.la, b, c, d, r] aus, dalis h und t 
in dc;^ Geraden efg und in dem durch die Puncto a, b, c, d, r gelegten Kegel- 
schnitte liegen, oder, anders ausgedrQckt, dafs der Punct fi in der durch die 
drei Puncto e, k, i gehenden Geraden und der Punct r in dem durch die sechs 
Puncto a, b, c, d, k, i gehenden Kegelschnitte liegt.. Dafs nfimlich diese 
6 Puncto in einem Kegelschnitte liegen mflssen, ist nach (§. 4.) schon in der 
Bedingung eingescbiossen , dafs die andern drei Puncto e, f, g \n gerader 
Linie liegen. Endlich, die Gleichung r^difgB drflckt aus, dafs r in der 
Geraden difi und in der Geraden B liegt. Da r sowohl in B als in dem 
Kegelschnitt [a, b, c, d, k] liegt, so wird es in einem der Durchschnitte beider 
liegen mflssen. Der eine dieser Durchschnitte ist, da B^cf ist, c, also ist r 
der andere, d. h. es ist 

{c, r) ^ B . [ä, b, e, d, k]. 
Dann geben also die beiden noch Übrigen Bestimmungen, dafs fi in dgT und 
und in ek liegt, 

fi = d^riek). 

Es ist daher jetst B, ii, rfi, fi so bestimmt, dafs alle Gleichungen in 
(§.3, 1.), Yorllufig mitAuschiufs der Gleichung ^^ «4/1(0^1), erfflllt werden. 
Setzt man demnach diese gefundenen Werthe in das Product :vaBbi{xb)di{xc)fi^ 
so wird dasselbe fflr die acht Puncto x^a...f, k, i gleich Null gemacht, 
also auch durch den 9ten Punct y; und die Aufgabe ist fflr den ersten Fall 
gelöset. Es reicht daher die Anzahl der Gleichungen in ($• 3, 1.) gerade 
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zur Bestimmang der sieben conslanteft Factoren ^es Producta bin. Man er*- 
wäge^ dafs jede Bestimmung eines Pnnotsi (oder einer geraden Linie) dnrcb 
zwei Zahlengleiobungen in (§.3, l.)? dareh welebe die neun Pnncte bestiqimt 
wurden, achtzehn Zahlengleichungen einscbliefsen. Da jedoch durch acht 
Pnncte schon der neunte bestimmt war, so braucht man nur sechzehn dieser 
Gleichungen zu berflcksichtigen. Unter diesen Gleichungen sind aber zwei, 
nämlich die, welche ausdrücken, dafs e, /*>^>.und eben so 0, h,i, in gerader 
Linie liegen, in den Bedingungen der Aufgabe eingeschlossen ; es bleiben daher 
noch vierzehn Zahlengleichungen zu berficksichtigen. Dasselbe gilt in allen 
fibrigen Fällen, mit Ausnahme des sechsten, .wo nur die Puncto e, f, g in 
gerader Linie liegen sollen, also fünfzehn Gleichungen übrig bleiben. Jene 
14 Zahlengleichungen reichen nun in unserem Falle zur Bestimmung der sieben 
Constanten Factoren des Products gerade hin. Dasselbe gilt fflr den dritten 
und vierten Fall, da hier auch nur sieben constante Factoren in dem Producte 
sich zeigen. Hingegen in dem zweiten und ffinflen Falle erscheinen acht 
constante Factoren, und es bleiben also hier noch zwei Bestimmungen will«- 
kilrlich. Im sechsten Fall endlich kommen gleichfalls acht constante Factoren vqr, 
aber fünfzehn Zahlengl^ichungen ; also bleibt hier nur eine Bestimmung will«- 
käriich. Diese Bemerkung möge zum Leitfaden bei der Lösung der folgenden 
Aufgaben dienen. Im zweiten Falle bleiben zwei Bestimmungen willkärlich. 
Aus den Gleichungen ffir c und d in (§. 3, 2.) erhält man dann folgende 
vier Ausdrücke gleich Null: cB, cC, daBD, dbDC. Ferner sagt die Gleichung 
{f\ g)^DEe.[fiy b, c, d, r] aus, dafs DE in der durch e, f, g gehenden 
Geraden liegt, und dafs r in dem durch die sechs Puncto a,h, Cy d, fj,g 
gehenden Kegelschnitt liegt. Die zugehörige Gleichung r ^ DEbB drückt 
aus, dafs r Xn B liegt, und DE in br. Nimmt man nun die Gerade B^ fflr 
welche nur die Bestimmung da war, dafs sie durch c gehen soll, willkürlich 
durch c an, so ist der Punct r, als zweiter Durchschnittspunct der Geraden «Jff 
und des durch a, b, c, d, f, g gehenden Kegelschnittes bestimmt, d. h. es ist 

(f, r) = B.la, b, c, d, f]. 
Dann ist DE bestimmt, nämlich E^rb{ef). Da nun D durch diesen Punct 
und den Punct daB geht, so ist auch D bestimmt, und dadurch wieder C, 
nämlich 

D = rb{ef){daB), C = dbDc. 
Nimmt man noch die Gerade E willkürlich durch den Punct ri;e/') an, so 
sind durch diese Annahme die bisher betrachteten Gleichungen aus (§. 3, 2.) 
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erfalit. Ferner die Gleicbuog (A^ i)^FEe.[a, h, c, ä, «Jsagteos, Ms FE 
in der durch ^^ Aj t gehenden Geraden, und ^ in dem durch die sechs Puncto 
üj h, c, dj A, f gehenden Kegelschnitt liegt. Endlich sagt die Gleichung 
e^DFbB aus, dafs ^ \n B und in DFb liegt; das letztere lAfst sich so 
ausdrficken: dafs F in 9hD liegt. Mithin erhalten wir 

(c, s) = B.[a, b, c, d, A], F= eAE(beD); 
wodurch nun alle Gleichungen in (§. 3, 2.) erfüllt sind und die Aufgabe fQr 
den zweiten Fall gelöset ist. 

Im dritten Falle liegt (nach §• 4.) der Punct e sowohl mit b und ß in 
gerader Linie, als auch mit h und i. Daraus folgt (nach §.4.) dafs die vier 
Puncto a, c, d, f sowohl mit b und g in einem und demselben Kegelschnitt 
liegen, als auch mit k und %, wenn, wie vorausgesetzt wurde, a... i neun 
solche Puncto sind, um die sich eine bewegliche Curve dritter Ordnung 
schlingen lifst. 

Ich werde nun von den Gleichungen in (§. 3, 3.) die Gleichung für ß 
ganz unberflcksicbtigt lassen und aus der Gleichung fOr /' nur die Bestimmung 
aufnehmen, dafs f m B liegen soll. Dann geben die Gleichungen fOr c und d: 

= *c*i = cÄ «== adbi = dE; 
woraus man, da auch f in B liegt, 

B = cf, b, = bc(ad), rfÄ = 
erhfilt. Die Gleichung {h, i) = EFe.[a, b, c, r, s\ drflckt aus, dafs EiF in 
der durch e, h und i gehenden Geraden, und dafs die Puncto r und s in dem 
durch die fflnf Puncto a, b, c, h, i gelegten Kegelschnitt liegen. Die hie- 
zugehörigen Gleichungen r^BF, s^abyF sagen aus, dafs r in B, e in 
abi liegt, und F durch die Puncto r und s geht« Man erhfilt also: 

{c, r) ^ B.[a, b, c, h, tj, (ö, e) ^ a&|.[a; b, c, h, t], F ^ r$. 
Endlich bestimmt sich E dadurch, dafs es durch den Punct d geht und EF 
in eh liegt, d. h. E in ehF; also ist 

E = ehFd. 
Hierdurch sind alle Constanten des Products xaBbi{wb){xeE)F bestimmt; 
und zwar so, dafs dies Product fQr die Puncto a, 4, c, d, e, h, t gleich Null 
wird. Bezeichnet man die beiden öbrigen Puncto, fQr die jenes Product Null 
wird, fQr den Augenblick mit /*' und y, so mufs nach den Formeln (§.3, 3.) 
einer derselben, z. B. f\ in B^cf liegen, der andere gf^ in eb; und dann 
mufs nach (§. 4.) /*' mit a^ c, d, h, i und mit a, Cj d, b, g' in oinem Kegel- 
schnitte liegen. Es wird also f dadurch bestimmt^ und zwar auf gleiche Weise 

CreUe's Joornal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 1. 3 
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wie f, üAmlicb: 

(c, n = (^> D = B.[a, c, d, h, i\, 
und eben so: 

{h, g) = (*, y) = eb.[a, c, d, b, f]. 
Abo wird jenes Product fflr die nenn gegebenen Pancte gleicb NqU nnd die 
An^be ist aoch fflr den dritten Fall gelöset 

Die Lösung der Aufgabe fflr die flbrigen Ffille hat nun keine Schwierig-* 
keiten, und es wird genflgen^ die Formeln zusammenzustellen. Der Obersicht 
wegen fflge ich auch die Formeln fflr die ersten drei FAlle hinzu. 

id,=^hd{ef), B = cf, h,^daBd^{hc), {c,r) = B.[a,h, c, d, k\, 
'^^•^ \f, = d,r{eh). 

icÄ* = 0, {c,r)^B.\a,b,c,d,n, {c, s)^B.[a, b,c,d, k\, 
^^'^ \D = rb(efXdaB), €=dbDcj rbief)E* = 0, F=skB{bsD). 

B^cf, bi'^bc^ad)^ {€,r)^B .[a, b, e, k, i], {a, s)^ad.\a, b, c, k, i], 

eAFd. 
... .B^cg, b,^bc{af), E^gf, d{=adBb,{bd), (c,r)=ll.[a>*,c,rf, A], 
^^'^ \F=rd,E(Jn). 

J*Ä»=0, C=bc, D^df, b^=daB{DC)(ac), (d, r)=D.[a, b, c, d, h], 
(^•-^ j/K*=0, F=ehEr. 

IbB^=0^ C^bc, D=d0, E=ef, bi^daB{DC)iac)^ 
(b, r)=B.[ajb,c,f,g]^ {r,€^)^rb^[a,b,c,f,g], (d,s)^D.[a,b,e,d,k], 
F=sciEk. 

Es ist nur noch %n bemerken, dafs in den drei letzten Fällen die 
Formeln so gebildet sind, dafs in (4.) der Funct e, in (5.) der Punct g, in 
(6.) der Punct t als deijenige gewfihlt ist, welcher unberflcksichligt bleibt 
Die Art, wie derselbe aus den flbrigen acht Puncten bestimmt ist, ergiebt sich 
leicht ans den in (§. 4) fflr die .einzelnen Falle gestellten Bedingungen. 
Nimlich im vierten Falle liegt e sowohl mit g und f, als mit b und d in 
gerader Linie; mithin ist dann e^gfibd). Im fflnften Falle liegt (nach §*4.) 
g in der Geraden ef nnd in dem durch a, b, c, d, f gelegten Kegelschnitt, 
abo ist dann 

Im letzten Falle endlich liegt f (nach §• 4.) in dem durch a^ b, c, d, k ge- 



*) Diese Gleichungen sollen ausdrücken, dafs die Gerade, die den letzten Factor 
bildet, wiUkürUch dura den Punct, mit dem sie moltiplicirt ist, gelegt werden kann« 
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legten Kegelscbnitt, und (nach §. 3.) zugleich in der Geraden JF, die durch A 
geht, also ist 

{h, i) = F.[a, b, c, d, h]. 

Es ist leicht, nach den sechs Formelgruppen die Gonstructionen auf 
dem Papiere auszufflhren, indem alle die Formeln nur Symbole fflr geome- 
trische Gonstructionen sind. Auch leuchtet unmittelbar ein, dafs sie sich alle 
blors mittels des Lineals machen lassen. Denn wo dort auf die Durchschnitte 
einer Geraden und eines Kegelschnitts zurückgegangen wird, ist der eine 
dieser Dorchschnitte schon immer bekannt. Es werde z. B. der Punct x in 

{a,x) = af.[a, b, e, d, ^], 
gesucht, so hat mah, wenn man das mystische Secbseck axbcde beschreibt, 
nach dem Po^ca/scfaen Satze sogleich 

= bc{ea){cd.ax]{de)bx. 
Hier kann man statt üx die Linie af setzen , da nach der Annahme x in af 
liegen soll./ Dann drückt die gefundene Gleichung aus, dafs x auch in der 
Geraden b€{eä)[cd.af]{de)b liegt, also hat man 

X = bc{ea)[cd.af](de)b{aß. 

Die wirkliche Ausführung der Gonstructionen nach der obigen Formeln- 
tafel ist von wesentlicbem Nutzen ; doch habe ich nicht die zugehörigen Figuren 
beigefügt, weil es wesentlich ist, die allmfilige Fortschreitung der Gonstruction 
zu verfolgen, welche in einer gezeichnet vorliegenden Figur doch immer 
verschwindet. 

Vermöge der erlangten Resultate lifst sich nun die Erzeugung der 
Gurven vierter Ordnung auf die einfache Aufgabe zurückführen: die Pro- 
jectivitüt zwischen zwei Strahlenbüscheln, oder zwischen einem Strahlenbüscbel 
und einer Geraden, durch ein planimetrisches Prodnct darzustellen. 

^ 6- 
Die Projectivitat zweier Strahlenbüschel durch ein planimetrisches Product darzustellen. 

Es seien drei Strahlen P^, P^^ Pj (Fig. 8), die durch einen Punct f[ 
gehen, und drei ihnen entsprechende Strahlen £/i, ü/^, L^^ die dnrch einen 
Punct k gehen, gegeben. Bekanntlich wird durch drei Paare entsprechender 
Strahlen die Projectivitat zweier Strahlenbüschel bestimmt. Es seien /|, /a, Ij 
die Durchschnittspuncle jener drei entsprechenden Strablenpaare. Liegen nun 
7i, /s, /j in einer Geraden G, so ist L^=:Pfik, fflr die Indices a^sl, 2, 3, 
und die beiden Strablenböschel sind perspectivisch. Liegen aber /i, Z,, Ij nicht 

3» 
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« 

in gerader Linie ^ so setze man l^k^^G, /|^^ JET und LaPs^^i» Dann 

ist offenbar* 

für a= 1, 2, 3; wie es der blorse Anblick von (Fig. 8) zeigt, und es ist unmit- 
telbar klar, dafs, wenn man noch beliebig viele Strahlen £#« durch fi zieht und das 
zugehörige P« durch die obige Gleichung bestimmt, L^ und P« entsprechende 
Strahlen zweier projectivischer StrahlenbOschel werden. Also ist die Aufgabe 
gelöset. 

§• 7. 

Die Projectivitat eines Strablenbüschels und einer Geraden durch ein planimetriscbes 

Product darzustellen. 

Auch diese Projectivitfit wird bekanntlich durch drei Paare entsprechender 
Elemente bestimmt. Es seien p^^ p^^ p^ drei Puncte einer Geraden F, und 
La, X/2, £/3 drei Strahlen durch einen Puncl k. Man verbinde pi^ p^^ pi 
mit einem beliebigen Puncte a, so erhält man drei Strahlen, die wirPi,P2 9 Ps 
nennen wollen. Dann lassen sich nach (§. 6.) zwei Linien B und D und ein 
Punct c von der Art finden, dafs fflr die Indices a = l, 2, 3, jedesmal 
L^ 3^ P^BcDk ist, also Lf,=^p^aBcDk. 

Nimmt man Oberhaupt einen beliebigen Punct p in der Geraden F an 
und setzt L ^ paBcDk, so sind p und L entsprechende Elemente der 
punctirten Geraden F und des Strahlenbfischels k, während pi und £#1, pi 
und Lij Ps und £13 entsprechende Elemente derselben projecti vischen Gebilde 
sind. Nun lassen sich in der Geraden F stets zwei Puncte finden, welche in 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen. Man hat nämlich für einen solchen 
Punct p nur die Gleichung paBcDkp = zu erfOllen. Diese giebt, als Ort 
des Puncts p, einen Kegelschnitt; mithin sind die Puncte, in welchen dieser 
Kegelschnitt die Gerade F schneidet, die gesuchten Puncte. Es können diese 
Puncte imaginär sein, aber da die Constructionen mittels imaginärer Puncte 
stets nnch einem allgemeinen Verfahren ohne Schwierigkeit auf Constructio- 
nen mittels reeller Puncte sich zurflckfohren lassen, so braucht man auf 
diesen Fall keine besondere Rflcksicht zu nehmen. Es seien nun jene beiden 
Puncte p^ und p^. Dann sind L^^kp^ und L^^kp^ (Fig. 9). Nun ziehe 
man durch p^ eine beliebige Gerade G und setze GL^p^L^^^gi^ so zeigt 
der blofse Anblick der Figur, dafs L^^p^g^Gk ist, fflr a = 3, 4, 5; also 
gilt .diese Gleichung auch für jedes Elementenpaar, welches mit diesen drei 
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Paaren projeotiviscb ist, mitbin auch' fflr die Elementenpaare Li und pi^ L^ 
and p^^ d. h. es ist 

aacb für die Indices a = l, 2, 3, nnd die Aufgabe ist gelöset. 

§. 8. 
Erzeagong der Curven vierter Ordnung durch die in ($.1.) dargestellten Bewegungen. 

Ich erinnere hier an einen Satz, den ich in einer froheren Abhandlung 
(Band 42. S. 207) fflr Curven itter Ordnung bewiesen habe und welcher 
fOr Curven vierter Ordnung folgendermafsen lautet: 

^Wenn man durch drei Durcbschnitispuncte einer Curve vierter Ord- 
nung und einer Geraden eine Curve dritter Ordnung legt, so schneidet 
sie die erstere aufserdem noch in neun solchen Puncten, durch welche 
sich eine bewegliche Curve dritter Ordnung legen Ififst. Diese schneidet 
die Curve vierter Ordnung aufserdem in drei Puncten, welche in einer 
beweglichen, um einen festen Punct dieser Curve rotirenden Geraden liegt.^^ 
Die Bedingungen, welche wir in (§• 4.) fOr die nenn Puncto a...i 
aufstellten, waren: erstens, dafs sich uro sie eine bewegliche Curve dritter 
Ordnung schlingen lasse, ond zweitens, dafs im sechsten Falle drei Puncto 
in gerader Linie liegen, in den (Ihrigen FAllen ein Punct (e) mit zwei Puncten- 
paaren in geraden Linien liege. Der Symmetrie wegen kann man annehmen, 
dafs auch im sechsten Falle e, h und i in gerader Linie liegen, also e sowohl 
mit f und y^ als mit h und t in gerader Linie liege. 

Nim lassen sich in jeder gegebenen Curve vierter Ordnung £i, nach 
dem angegebenen Satze stets neun solche Puncto finden, welche diesen Be- 
dingungen genflgep. Nfimlich, man nehme in der Curve «12 einen beliebigen 
Punct e an, ziehe von ihm swei Gerade, und wfihle auf jeder, unter den drei 
Puncten^ in welchen sre die Curve aufser e noch schneidet, zwei Puncto ans; 
durch diese zwei Punctenpaare, durch den Punct e und durch drei der Durch- 
scbnittspuncte einer dritten Geraden L^ mit der Curve, lege man eine beliebige 
Curve dritter Ordnung hindurch, so schneidet dieselbe die Curve £1 noch in 
vier Puncten, welche mit e und den zwei Punctenpaaren, die in den von e 
gezogenen Geraden liegen, zusammen neun Puncto bilden, die allen in (§. 4.) 
aufgestellten Bedingungen genflgen. Es läfst sich also vermöge der Constructio- 
nen in (§• 5.) stets ein Product finden, welches verschwindet, wenn der darin 
vorkommende Factor x mit irgend einem jener neun Puncto zusammenfftllt. 
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ond wddies eine bdiebige der dort anfefUirteD sechs Fonneo hat Dies 
Prodoct stellt in dem ersten der seehs FiUe eine variable Gerade vor^ die 
dnrch den festen Pnnct fi geht and die wir in der ingehörigen (Fig. 1) mit 
P lieseichnet haben; in den Obrigen fBnf Pillen stellt jenes Prodnct einen 
variablen Panct vor, der in der festen Geraden F liegt nnd den wir in den 
sogehörigen (Fig. 2 bis 6) mit p beseiefaneten. In allen Fallen ist dies 
Prodnct in Beiiehnng anf x vom dritten Grade. Der Ort derjenigen Pnncle x, 
welche, in das Prodn<4 eingeführt, demselben einen constanten Werth geben, 
ist eine Corvo dritter Ordnung, welche sich nm jene nenn Poncte sdilingL 
In der That: soll das Prodoct p mit einem constanten Poncte pi (in i^) an- 
sammenfallen, nnd ist P^ eine beliebige dnrch pi gesogene oonstante Gerade, 
80 hat man die Gleichong 

welche eine Cnrve dritter Ordnnng als Ort von x darstellt, nnd welche ans- 
drfldct, da& p in den Dnrchschnittsponct pi von P^ ond JP fiDt SteDt man 
sich drei solcher Poncte pi^ p^^ p^ in F vor, so erhilt man drei Corven 
dritter Ordnnng, welche sich om jene nenn Poncte « • • . i schlingen ond deren 
flbrige Poncte , statt x \n p eingefBhrt , p besiehlich ^ Pm p^^ Pi machen. 
Nach dem so Anfange dieses Paragraphen angeftthrten Satse schneidet jede 
dieser drei Corven die gegebene Corvo Si noch aofserdem in drei Pnncten, 
die in gerader . Linie liegen. Es werde diese Gerade, in Hinsicht anf die 
drei Corven, besiehlich mit £#1, £#1, £#| beseichnet. Diese drei Geraden 
schneiden sich, nach demselben Satse, in einem festen Puncto der gegebenen 
Cnrve. Es sei x der feste Pnnct Dann hat man drei Poncte pi^ p2^ p^ in 
der Geraden F nnd drei ihnen entsprechende Croraden £#1, £^, £1^ durch 
den Punct k, und kann abo nach ($. 7.) eine Gerade G ond einen Pnnct ßi 
von der Art finden, dab £#« ^p^gfik ist, für die Indices a = 1,2, 3. 
Nun ist die Gleichung 

p^iGkx = 0, 
nach Formel (6.), die Gleichnng einer von x beschriebenen Cnrve vierter 
Ordnnng. Dieselbe hat mit i2 gemein : erstens die neun Pnncte a . . .i, 
welche, statt x gesetst, das Prodnct p gleich Null machen ; femer der Punct k, 
und endlich die neun Poocte, in welchen die drei Geraden £#« die Corvo H 
aofser e noch schneiden; denn fttr diese Poncte verwanden sich nach dem 
Obigen p in p^^ also wird dann L^^^p^gfik, ond da x \n L^ liegt, so wird 

p^g.Gkx = 0; 
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d. h. es sind diese neun Puncte auch Pmicte der durch die letsle Gleichong 
dargestellten Garve. Also hat diese Curve mit S2 schon nennsehn Puncte 
gemein, nnd schon 4'-f- 1 = 17 genflgen allgemein zur Bestimmung einer Curve 
▼ierter Ordnung. Also ist die durch die obige Gleichung dargestellte Curve 
mit der gegebenen Curve JQ identisch. 

Wir haben somit die Erseugbarkeit aller Curvea vierter Ordnung durch 
die in den Formeln (2. bis 6. %. 1.) dargestellten Bewegungen nachgewiesen. 
In der ersten Jener Formeln ist das Product, bis lum Factor /[ hin, eine 
variable, durch den Punct fi gehende Gerade, die wir mit* P bezeichneten. 
Soll P mit einer constanten Geraden Pi . zusammenfallra , und ist pi ein be- 
liebiger, von fi verschiedener, oonstanter Pnnct dieser Geraden, so hat man 
die Gleichung 

Ppt ^ 0, 
welche eine Curve dritter Ordnung ab Ort von x darstellt, und welche ans-^ 
drückt, dafs die Gerade P durch den Pnnct pi geht, d. h. , da P auch durch 
fi geht, mit der Geraden pift ^ Pg susammenffiUt. Stellt man sich drei solche 
Geraden P^, Pa, P^ vor, welche durch fi gehen, so erhftlt man drei Curven 
dritter Ordnung, welche sidi um diejenigen neun Puncte a...i schlingen, 
die P gleich Null machen, wfihrend die übrigen Puncte jener Curven, statt 
:p in P eingefflhrt, diesem bedehlich die drei Werthe Pi, Pa, P, geben. 
Diese drei Curven schneiden wieder die Curve £i in je drei Puncten, welche 
beziehlich in drei Geraden iLt, L^, L^ liegen, wührend diese drei Geraden 
sich in einem und denselben Puncto k der Curve Si begegnen. Nun lassen sich 
nach ($. 6.) stets swei Gerade G und H und ein Punct yi von der Art finden, 
dafs P^GggHk=L^ wird, für a «= 1, 2, 3. Sind G, ^i, H auf diese Weise 

bestimmt, so ist die Gleichung 

PGgiHkx — 

die einer von x beschriebenen Curve vierter Ordnung^ welche mit der Curve il 
erstens die neun Puncto a...% gemein hat, welche statt x gesetzt, das Product P 
verschwinden machen ; ferner hat man den Punct k, und endlich die neun Puncte, 
in welchen die drei Geraden L^ die Curve £1, aufser dem Puncte e, noch 
sehneiden. Das giebt neunzehn gemdnschafUiche Puncto: also fallen beide 
Curven zusammen, und es ist die Erzeugbarkeit der Curven vierter Ordnung 
durch die in ($.1, !•) bezeichnete Bewegung gleichfalls dargethan; folglich 
ist der Beweis des an die Spitze gestellten Satzes vollendet. 
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§. 9. 
Verdofachung der in ($.8.) angegebenen Constroclion. 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Construction der Conetanten 
warde dnrcfa drei Corven dritter Ordnung vennittelt, und zwar durch die Durch-- 
schnitte dieser Corven mit der gegebenen Curve vierter Ordnung. Es lassen 
sich nun leicht diesen Curven dritter Ordnung ^^oife jLmiVil'suhstituiren, in- 
dem man die Curven dritter Ordnung in drei gerade Linien zerfallen Ififst, oder 
wenigstens in eine Gerade und einen Kegelschnitt. Die erste Curve dritter 
Ordnung, die wir anwandten , legten wir durch acht Puncto der gegebenen 
Curve vierter Ordnung >Q, von denen drei in einer geraden Linie Li tagen 
und vier paarweise auf zwei durch den achten Pnnct (e) gelegten Geraden 
vertheilt waren. Es lassen sich diese acht Puncte insbesondere so legen, dafa 
sich durch sie eine in drei gerade Linien zerfallende Corvo dritter Ordnung legen 
Idfst. Man ziehe zu dem Ende von einem Punct e der Curve S2 zwei Gerade 
M und N, wähle von den tibrigen drei Durchschnittspuncten dieser Geraden 
mit £2 auf jeder zwei Dnrcbschnittspuncte aus, ziehe durch die so gewählten 
vier Puncte zwei neue Geraden Q und Rj deren jed^ Si noch in zwei 
Puncten schneidet; durch 2 dieser 4 Dnrcbschnittspuncte lege man eine von 
den vorigen verschiedene Gerade Li, welche wiederum die Curve i2 noch 
in 2 Puncten schneidet; einer derselben sei A> durch den andern lege man 
eine zugleich durch e gehende Gerade S: sd ist der Verein der drei Geraden 
Q, R, S eine Curve dritter Ordnung, die durch acht Puncte von der vorhin 
gegebenen Beschaffenheit geht. Durch den Verein dieser drei Geraden werden 
dann die 9 Puncte a. . .i als Durchschnitte derselben mit S2 bestimmt. Dieser 
Verein kann zugleich als eine der drei durch a . . .i geschlungenen Curven 
dritter Ordnung gesetzt werden (wir setzen sie statt der ersten jener drei 
Corven). Ferner sei X ein beliebiger Punct der Geraden M, welche durch 
drei jenfer neun Puncte geht; doch 'Werde x so gewählt, dafs es in keinen 
dieser drei Puncte fällt. Dann zerfällt offenbar die Curve dritter Ordnung, 
welche durch o? und jene neun Puncte gebt, in die Gerade M und in einen 
Kegelschnitt. Wir setzen diese zerfallende Curve dritter Ordnung als die zweite 
jener drei Curven. Wenn man dann den vierten Pnnct, in welchem M die 
gegebene Curve i2 schneidet, mit k verbindet, so ist die Verbindungslinie 
diejenige Linie, die oben mit L, bezeichnet wurde. Verfährt man eben so mit 
der Geraden Nj und setzt die daraus hervorgehende Qurve driller Ordnung 
als die dritte jener drei Curven, so erhalt man durch eine entsprechende Con- 
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struction die Gerade, die wir oben mit L2 bezeiclioeten. Za diesen drei 
Geraden £#1, 1/2 9 ^3 finden sicli nun leicht die entsprectienden Puncte (oder 
Geraden) pi^ p2^ p^ (oder P^, P3, P3), wenn man in dasProduct/i (oderP) 
einen beliebigen Ponct üc einfflhrt, welcher beziehlich in den Geraden Qi ^> ^ 
liegt, ohne jedoch mit einem der neun Puncte a...t zusammenzufallen. 

So ist also die beabsichtigte Vereinfachung vollendet, und man sieht, 
wie alle Constructionen , selbst wenn die Curve S2 nicht gezeichnet ist, 
sondern nur 14 Puuote derselben gegeben sind, entweder mittels des Lineals 
ausgeführt werden können, oder doch von der Art sind, dafs sie höchstens 
auf die Lösung einer Gleichung zweiten Grades, also, geometrisch gesagt, auf 
den Durchschnitt einer Geraden und eines durch fflnf Puncte gegebenen Kegel- 
schnitts zurflckgeführt werden können. Die Durchschnittspuncte einer Ge- 
raden und eines durch fflnf Puncte gebenden Kegelschnitts lassen sich aber, 
nach Steiner, mittels des. Lineals und eines in der Ebene der Zeichnung 
angenommenen beliebigen festen Kegelschnitts (der jedoch nicht in zwei 
gerade Linien zerfallen darf) ausführen. Also kann man mit diesen HOlfs- 
mittein auch die festen Puncte und geraden Linien construiren, in denen sich 
in Jedem der sechs Fälle die Geraden und die Poncte der verfinderlichen 
Figur bewegen mflssen, um eine durch vierzehn Puncto gegebene Gurve vierter 
Ordnung zu erzeugen. 

Stettin im December 1851. 
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2. 

Zweiter Nachtrag zu der Theorie der analytisehen 

Facultaten (Bd. 35 und 38). 

(Von Herrn Dr. Ottinger, Prof. ord. an der Universität zo Freiburg im Breisgau.) 



Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen 

Exponenten. 

§.1. 

üiin cnderes Feld ffir die Anwendung der Facultäten eröffnet sich in 
der Darstellung der Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit ye^ 
brochenen Exponenten. Die Bedeutung der Faculuten in diesem Zweige 
der Mathematik zeigt sich besonders darin, dafs die Entwicklung dieser 
Differentiale und Integrale beinahe ausschliefslich nur auf Facultäten beruht; 
wie es sich in Folgendem zeigen wird. 

Hingedeutet auf diesen Gegenstand wurde schon von Leibnitz iOpp. 
omn, T. III. p. 105), wo er von Differentialen höherer Ordnung und mit 
gebrochenen Exponenten spricht und den Ausdruck d^y, jedoch ohne weitere 
Erörterung, anführt. An mehreren Orten des Commerc. pkilos. et mathew F. L 

sei und beschäftigt sich p. 99 mit der Darstellung der Ansdrflcke 8'^{xy) 

/• _| 
(xy)^ worüber Bernoulli p. 104 weitere Auskunft, namentlich ffir 

den Fall, wenn m eine gebrochene Zahl ist, verlangt, worauf Leibnitz p. 107, 
jedoch nicht ganz genfigend, antwortet, indem er den Werth von d^x sucht. 

Für den Fall öar = a?* — findet er ö*a? = a:( — ), während schon Euler 

a \ a y ^ 

a*j? = ^(ÖÄ)* angiebt. 

Euter kommt auf die Darstellung des oben genannten Differentials 
(Comment. Acad. Petrop. od! an. 1730 et 1731, T. V. p. 56) zurück, trägt 
es mit Hülfe bestimmter Integrale auf die Form 

O [Z) ^ Z ^CX) yg^(_,^g^je- 
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Aber und findet für n = ^ und xt=0 bis x^s^i: 

wenn A die Kreisfläche bedeutet, deren Durchmesser die Einheit ist. 

Nach ihm giebt Laplace {Theor. anal, de probab, p. 85 und 156) 
Formeln, welche bestimmte Umformungen der betreffenden Functionen vorans- 
selzen und so rar Darstellung der Differentiale und Integrale höherer Ordnung 
und mit gebrochenen Exponenten dienen» Auf die Untersuchung des Gegen- 
standes selbst geht er jedoch nicht ein. Eine andere Formel entwickelt Fourier 
{^Theor. de la CAaieur p. 562 No.422), ohne weitere Erörterungen daran 
zu knflpfen. Auch Lacroix hat sich in seinem Trakte du calc. differ. et 
du calc. irUegr. an einigen Orten damit beschäftigt, ohne jedoch mehr als das 
Bekannte wiederzugeben. 

Am Ausführlichsten hat sich in der neuern Zeit Liouvilte mit diesem 
Gegenstande befafst. Seine Arbeiten finden sich im Joum. de Fee. polyt. 
und in diesem Journal. In der Abhandlung: Sur le calc. dee differ. ä in^, 
dicee quelconques QJourn. de fec. pol. T. XIII. Gab. XXI. p. 71 ) hat er 
eine Theorie dieses Gegenstandes zn geben versucht. Femer betrachtet er 
ihn in zwei Abhandlungen in demselben Bande, p. 1 und p. 163; dann weiter 
im 24ten und 25ten Hefte desselben Journals und im Uten, 12ten und 13tett 
Bande dieses Journals. Auch im Journale von lAoumlle und in den Comptes 
rendues findet sich einiges hierher Gehörige. 

Ohne die genannten Arbeiten gekannt zu haben, zog der Gegenstand 
meine Aufmerksamkeit auf sich, und icb gebe hier die Resultate auf dem Wege 
an, wie sie mir begegneten. lAouville hat seine Theorie auf sehr kfinstliche 
Mittel gegründet, die gerade wegen ihrer KOnstlichkeit nicht sehr befriedigend 
sein dOrften. Dabei hat er manche sehr einfache Anhaltspuncte aufser Acht- 
und deshalb manche Lflcken gelassen, die sich bei näherer Betrachtung leicht 
ausgeglichen hätten. Indem dieser Gegenstand auf die bezeichnete Weise hier 
behandelt werden soll, wird gehörigen Orts, und um die aufgestellte Behauptung 
jzu rechtfertigen, auf das von Liofwille Übergangene hingewiesen werden. 

Die nachstehende Untersuchung beschränkt sich vorerst auf die Dar- 
stellung der Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen 
Exponenten der Functionen mit einer veränderlichen Gröilse, als der Grund- 
lage des Übrigen, und dann mit Anwendung derselben auf zusammengesetzte 

4* 
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Fanctionen; wie es in der Nator der Sache liegt Denn erst dnrch Fest- 
stellung der Elemente ist der Übergang anf zosammengesetztere Gebilde möglich. 

%. 2. 

Es sei fx eine beliebige Function von x, so ergiebt sich fflr ihre 
Differentiale und Integrale 

(1.) frxidxr, /""Va?(öxrs- ffxdx,fx, ^, ^»••• 

Gebt man, von der rechten zur linken, von den Differentialen anf die Inte- 
grale ober, so erhfilt man: 

In umgekehrter Ordnung ist: 

(3.) yyx(8x)\ y""V'a?(öa?)"-\... y^aröx, /a?, /*~*/äp(d«)-S 

f~yxidxr\ y*""'*"ya?(öa?r+s /'yx^exr-. 

Hieraus ergeben sich folgende gleicbgeltende Formen: 

(4.1 /Vx(8,)- =-^- 

(5.) /'V«(8x)-" = ^, 

oder in Symbolen: 

(6.) y* " == Ö-" und /"■" = d\ 

D. h. ein Differential mit negativem Exponenten detitet ein Integral mit 

demselben Expotienien, und ein Integral mit negativem Exponenten 

deutet ein Differential an. 

Hiedurch ist der Zusammenbang der Glieder der Ausdrflcke (1, 2, 3.) 

untereinander gegeben. Man kann unmittelbar von dem itten Differential auf 

das nte Integral und umgekehrt flbergehen, wenn man in der entwickelten 

Darstellung fflr dasselbe ( — n) statt (-f ^) setzt. 

Die Gleichung (5.) stellt schon Leibnitz (Commerc. epist. T. I. p. 37) 
auf. Der in ihr entbaltene Satz wurde auch als richtig angenommen und in 
keiner Weise in Frage gestellt. Wenigstens gingen aucb Laplace und Fourier 
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bei der EntwickluDg der von ihnen angegebenen RedncHonsformeln von ihm 
als von einer unbezweifelten Basis ans; wie solches auch aus den vorstehenden 
Erörterungen hervorgehen wird; vorausgesetzt, dafs die gefundenen Ausdrücke 
es zulassen und dafs Oberhaupt nicht etwa beschränkende Bestimmungen in 
einzelnen besondern FfiUen vorkommen. 

Hieran knfipft sich dann der weitere Schlufs, dafs, wenn das Gesetz 
des Überganges Von einem positiven zu einem negativen Exponenten und um- 
gekehrt gefunden ist, dafs dann dasselbe Gesagte auch für einen gebrochenen 
Exponenten und fflr diesen sogar dann gelte, wenn sich ein Gesetz in seiner 
Besonderheit nur fflr einen positiven oder negativen Exponenten nachweisen 
Ififst. Denn die gebrochenen Zahlen sind immer Zwischenglieder der gan- 
zen, die als Hauptglieder einer Reihe zu betraehten sind. , Ein Gesetz aber, 
welches von den Hauptgliedern gilt, mufs sieb auch auf die ZwischiBUglieder 
ausdehnen lassen. 

Hiemach ist die Darstellung der Differentiale und Integrale mit ge- 
brochenen Zeigern in nichts von der Darstellung der Differentiale und Inte- 
grale höherer Ordnungen verschieden, sondern fällt mit ihr zusammen. Es 
handelt sich hier nicht um einen neuen Zweig der Mathematik, wie Liouville 
meint, sondern nur um die Ausbildung eines bestimmten und schon längst ge- 
kannten Theils der Differential- und Integralrechnung, nämlich um die Dar- 
stellung der sogenannten höhern Differentiale und Integrale der Functionen, der 
auch schon in die Lehrbflcher der Differentialrechnung übergegangen ist und 
hie und da auch schon, jedoch nicht auf die von Leibnitz, Bernoulli u. A. 
angedeutete Weise, untersucht wurde, wovon die in der neuern Zeit mehrseits 
versuchte Darstellung der höhern Differentialquotienten Zeugnifs geben. 

Dafs die nähere Untersuchung des Gegenstandes nicht ohne Vortheil 
fOr die weitere Ausbildung der Differential- und Integralrechnung sein werde, 
ist leicht zu sehen. Es knflpfen sich an das Eingehen auf die Einzelnheiten 
Fragen, die sich zum Voraus nicht ahnen lassen, und deren Betrachtung nicht 
abgewiesen werden darf. 

Bezeichnet man das Differential und Integral mit gebrochenen Expo- 
nenten durch 

(7.) -^ und f^fxißxf, 
wo — ein echter Bruch ist, so schliefst sich daran folgende Form: 
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.r+£ 



und man sieht, dafs jedes Differential und Integral mit gebrochenem Expo- 
nenten zwischen das Intervall zweier ganzen Zahlen (r und r-j-l)« die Nnll 
nicht ausgenommen, ffillt Entwirft man hiemach ein Schema, so ergeben sich 
folgende Ansdrflcke: 

{dx)i (dx) 1 

(dx) 1 
(10.) r«, f^fxidx)t ffxbx, f''^^fx{dxf^, ffx{jdx)\ . . . 



.r+J_ _ r+£. 



Um nfoB ZQ der entwickelten Darstellung von (8.) zu gelangen, giebt 
es zwei Wiege. 

a. Man geht durch die Intervalle der ganzen Zahlen aufwärts bis 



.r+^ 



man so .^ oder / fx{dxY gekommen ist, and dann anf ^ oder 

f^'^^fx{dxf^^ über. 



6. Man geht onmittelbar auf — ^ oder / ''fx(dx)*' Aber, und dann 
dnrch die Intervalle der ganzen Zahlen fort, bis man zu 



.r-^^ 



8 Tfj: /»'•+•£ r+j£ 

^ — '— oder / ^/a?(öa?) ^ gelangt. 

Dies führt auf zwei Entwicklongs - oder Übergangs -Methoden und 
veranlafst folgende Fragen: 

Sind die beiden in (a. und b.) angedeuteten Methoden ^ die wir durch 
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{dx)i VOjt)» / 

_p p / JE p\ 

(12.) f'{fy(c{dxrydxf und /\/'fx(dxfj(8xy 

andeuten, gleich , oder nicht? 

Welche roufs gewählt werden , wenn sie nicht gleich sind? 

Der zunächst liegende Gedanke ist wohl, dafs beide Wege gleich seim 
werden. Die Untersuchung der einzelnen« Fälle wird aber zeigen, dafs Dies 
nicht immer der Fall ist; wodurch die zweite Frage bedingt wird. 

Um hiebet eine weitere Stütze und Sicherheit gegen unrichtige Re- 
sultate zu erlangen, werden noch folgende Übergänge dienen, die sich aus 
(4, 5, 6.) rechtfertigen. Es ist 

(15.) ffx^bxy = ^(y^*7a.(5xr"), 

(16.) y>(öxr =f^''($$)(Bxr-' 

Ist nun r ein echter Bruch — , so ergiebt sieb aus (15. und 16.) 

Der einfiBcbste Fall fflr (17.) tritt ein, wenn fits=l gesetzt wird. Daon ist 

1— £ Si. 

(18.) ßfxi^Bxy ^^^-^{ffxdx)=.^(fß'dx\ 

(djr) ' dt 



(19.) /h'is4 = /(^\S' = /(■^V''' 

wenn ^ = — — - ist und als zusammengehörig oder als ein Ganzes betrachtet 

q q 

werden soll. Die Form (19.) hat Liotwille benutzt, die vorhergehende aber 
nicht, und es erklärt sich hieraus theilweise, warum er manche Resultate nicht 
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fand^ die er erhalten bfttle, wenn er die Form (18.) benutzt hätte. Ist näm- 
lich die in (11. und 12.) gemachte Unterscheidung richtig, so mufs sie auch 
durch die Benutxnng der in (13. bis 19.) aufgestellten Sfitze bestätigt werden. 
Die Folge wird zeigen , dafs sich Dies wirklich so verhält. 

Nachdem der Weg für unsern Entwicklungsgang vorgezeichnet ist, 
sollen nun die Differentiale und Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen 
Exponenten entwickelt, und es soll der Einflufs berücksichtigt werden, welchen 
die verschiedene Ordnung im Differentiiren und Integriren bat. Die Diffe- 
rentiale und Integrale der Functionen sollen gesondert von einander dargestellt 
werden. Dies stört eine folgerichtige Entwicklung nicht, und hat noch den 
Vortheil, dafs man die Harmonie zwischen den Differentialen und Integralen 
um so deotlicber hervortreten sieht, da sie auf verschiedenen Wegen ge- 
funden werden. 



§. 3. 
Differentiale von jt". 

Es ist bekanntlich für ein ganzes positives r und n 

•^ {dxr — ^ ^ — 2»--i* 

So lange n^r ist, ergeben sich lauter darstellbare Werthe. FQr r>>it 
geht das Differential in Aber. Fflr r = n ist 

(8.) ^ = 1'"- 

Fflr gebrochene Werthe von r und n ergeben sich nach (§. 2.) die nach- 
stehenden beaondern Formen; wobei auf die zur Anwendung zweckmäfsigste 
Darstellung in jedem einzelnen Fall Rflcksicht genommen ist. 



» n 



l*v T" = — s : — = — r ^ — -^ — -^ 



(djr)^ 1*9 V^" 1 ^ ' {q—p){2q—p) . . . (nq—p)V^ 



^ " Am 



(5.) 



Q9 x^ 1"» I ^x 



n 



(dx)^ 1«^ h\i^xP 
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Die Gleichungeii (3, 4, 5.) gelten ohne alle Beschränkung. Ist — = — , so 
wird, wie auch ans (2.) folgt. 



(6.) ^1^=1.1. 
Man erhalt fftr das rte Differential von x'^": 



(7.) TsS = (-D'i = (-ir-sii * 



Die letiteForm ergiebt sich aus (lO^ wenn man — ^ statt -f ^ setzt. Hieraus 
lassen sich folgende besondere Ausdrflcke ableiten: 



II 






p P 



p ^r+'-^M _Pj^i 






(10.) ^ 

{dxy 



r^' 






Ist •£=— , so wird aas (10.) 

f tu 



nn ^"^^ 



rfl' 



(dxyi 



,-fl*'/*^ 



In den Formeln (7 bis 10.) findet keine Beschränkung fftr die Exponenten 
Statt. (No. 4. und 10.) gelten sogar fflr den Fall, wenn n = ist. Man er- 
halt dann: 

(12.) -^'* * 



J2 — £li^/ 

(öx)^ 1 7« ys:^ 

Von den hier zu machenden Anwendungen heben wir folgende hervor. 



welche entstehen, wenn -^=i , 0, 1, 2, 3, . . . statt n in (4, 6 und 10.) gesetzt wird. 
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dix* 2.4r/.r 

(13.) < O^)* "" i.Sy« ' 

dix* 2.4. 6xVj 

dis" 2.4.6...2nx"-Vx 

(ax)t 1.3.5...(2n— 1)/« ' 

/ a* i_ _ i 

{dx)i ' x' •(«X) ' 

8* 1 ^ •(— «) 
(Sx)» ' X 2x v'x ' 

a» 1 3 Vi—n) 



(14.) < (9j^)* J^* 2 . 2 . xVx ' 

a» 1 3.5|/(— «) 



(ax)» X* 2.2.4.XV«- 



a» 1 3. 5. 7. ..(2m— !)•(—«) 



(dx)i x" 2.2.4...(2»i— 2)x"y'x 

,.-. a»/x ,, ,.ß. a» 1 •(-!) 

Die zweite Form von (13.) haben Leihnilz and Euler (s. v. §. 1.) behandeil. 
Liouville giebt (Journ. de Vec. poL T. XIII. p. 161) (No. 16.) an. Statt 
der allgemeinen Ausdrücke' (4. and 5., 9. und 10.) giebt or eine Redactions- 

formel fär yfx and -t— , also für einen sehr speciellen Fall, die bei einzelnen 

yx 

Anwendungen auf Integrale zuräckweiseL Die hier befolgte Methode giebt 
gleich am Anfange der Untersachnng Resullatei» welche lAouviUe erst am 
Schlüsse einer weitläufigen und künstlichen Theorie findet, die wohl mit aus 
dem Grunde so verwickelt ist, weil er der Leffendreschen Bezeichnung* der 
Facultdten folgt, welche einfachen und allgemeinen Entwicklungen widerstrebt. 

§. 1. 

Fortsetzung. 

Bei der Darstellung der höhern Differentiale von x" ist ferner der 
Einflufs nachzuweisen, welchen die Ordnung im Differentiiren anf die Resultate 
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hat. Es Ist nach (§. 2. und 3.): 
(1.) .;^ >^. = 73-77(73-77) = w' 73-jr^ = n**~V/i — */«"•* ^"-'"'^ 



|n>«»r|l 






4nll ^n — r— « 



Die Formeln (1. und 2.) fahren fflr positive ganze n^ r und s, zu dem Satze: 
Man erhält immer darstellbare Werthe, so lange w^«+^ «*• Is* ^-|-*> w, so ist, 



(40 fe^ = Oi 

wie bekannt. Da nun r und « nach (§. 3.) auch gebrochene Zahlen sein können, 
so ergeben sich hier folgende besondere Formen: 

.^^ y+«-.i n(m—n){2m—n)... {{r-\'8—i)m—t%)^/af' 



(6.) 






-.+-£ 






1 v^Vv— ;»)"-'"'«x'-J'jrP \~i\\q—p)m—p)..'Hn—i)q—p)x'^afl' 

für I» > r und 

, ^ xr_, l"Up^-W,y _ _, 1"iip(p-|-<y)...(p + (r-»-l)g)jr» 

"TpH 5 ^~ ' _jE|i '- 

för r^n 



r+-S .--- 2|i ' 



In den Formen (5. und 7.) anterliegen die (Exponenten keiner Beschrfinknng 

5* 
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unlereiBander , und die Ordnung im DifferentUren ist gleidigflltig. bl aber 
— = -^ in (7.), 80 erhalt man: 

ip.) — — 5 — u, 

denn es ist (1 — r)'^»=0. 

Die Form (6.) ffihrt immer auf darstellbare und unter sich gleiche 
Wertbe, so lange >t^^ ist, in welcher Ordnung auch differentiirt werden 
mag. Wird aber r >> it^ so giebt eine verschiedene Ordnung im Differentiiren 
verschiedene Resultate, denn es ist 

r ^ = ii^-*(ii — r)^' =0, 
wenn r^n wird, während 



2+r|-i -^1-1/ |l\'1-* 

immer darstellbare Werlbe giebt. Dies fahrt zu dem folgenden Satze: 
Steigt man bei der Entwicklung des Differentials 

(9-) -'-^ 



(öx) <r 



zuerst durch die ganzen Exponenten in dem Schema (9., §.2.) auf und 
gebt von r auf r -} -^ aber, so fahrt das vorstehende Differential auf 0, 



wenn r >> it ist. Geht man aber zuerst auf — aber und steigt dann 

durch die ganzen Exponenten in dem Schema (9.) bis auf — -f r^ so 

erhält n)an immer darstellbare Werthe. 
Man hat daher: 

(dx) <f (dx)^ 

In dem vorliegenden Fall gilt die Gleichung 



d'^K" df*' 



X 



M 



(dx) 9 (dx)" 
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nidiL Um daher darstellbare Werthe för das vorliegende Differential za er* 

halten, wmfs zuerst nach — und dann nach r differentärt werden. Die 

Ordnung im Differentiiren der Form (6.) ist also nur so lange gleichgültige 
als n^r ist. 

Fflr ein neyativee n hat man aus (§. 3.) : 
(12.) 7^? = (-*>*»"'(5^^ = (-ir'«"'(»+»)'"«-^' 



Aus (12. und 13.) ergieht sich 

fi4i ^^-^^ ^ - .J:iL± 

und die Ordnung im Differentiiren ist gleichgflltig. Zugleich zeigt sich, dafs 
r, s und n untereinander keiner Beschränkung unterliegen und dafs sich immer 
gleiche und darstellhare Werthe auch bei verschiedener Ordnung im Diffe- 
rentiiren ergeben. 

Aus (12. oder 13.) erhflit man folgende besondere Formen: 



n(n^m){n-\'2m) ... (n-j-(r-f *)»i) 

(16.) i_:£r = (.i)-r 1^ P-^^ 



Ox/"**^ l»-Ml,-+rj:«+r^j,p ^ 



lii-l|l ^1+r jpii+r yjpp 



r+i -- p l»" 9 (_+X.j 



jP 



(17.) - --, = (-1) 



(djr) 9 1"» jr " 9 
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Auch hier sollen einige besondere Ffille tu bequemerer Übersicht zusam- 
mengestellt werden. Setzt man — = i und fOr n und r allmfllig die Werthe 
0, 1, 2, . . .^ so ergiebt sich aus (6. und 15.)* 



(18.) 



(dx)i 

Ox)* 
d*x» 



—i 



di 



X 



ixVinx) ' 

+ 1.3 

2.2x*V(nx) ♦ 

—1.3.5 



(19.) 



Ox)* ~" 2.2.2 xV(»m:)' 



(dx)* 

d^x 

(öx)* 

a^x 

(öx)* 



+1 
—1 

2x/(«x) ' 

-i-1.3 

2.2xV(«*) ' 



(ax)'+* 



^ ^ 2'xV(«x) ' 



ö-'+ix 



'•+*x .^. . ^, i.3...(2r— 3) 



(Öx) 



f9(V\ ^'"^*-=^" _ 1"'^2— '•[2(«— r)-ipPx" _ . i'Ul'^»!» 

('^"> (öjr)'-+* l»l«xV(«x) ~^ ^' 2'-"x^V(«x) 



(21.) 



5* 



(ax)* X 
a* 1 



2x^x ' 

— 1.3^(-«) 
2.2,xVjf ' 



(ax)* -^ 
a* 1 

(ax)* «f 2.2.2xVx ' 



(22.) 



a-+* 1 _ ,,, 1.3...(2r+l)^(-i») 



(axpix 



2'^-»x'-+V* 



/ a* 1 _ , 1.3 •(->«) 

I (ax)» X* ~ '' 2.2. xVx * 

__a*__i__ i.3.5^(— «) 

(ax)* JT» 2.2.2.xVx ' 

a* * 1 L i-3.5-7^(— «) 

(ax)* J^* ' 2.2.2.2.xVx ' 



3'-+» 1 



;=-n = (-1) 



(ax)'-rt X 



^ 1.3.5...(2r-f3)^(— »») 

2'-+«x'+V* 



(23.) 



_a^i 1 

(öx) 



^1 _ . . 1.3.5. ..(2/t+2r+l)y(-«») 
'■+»x" ~ ^ '' 1.2.3... (n— 1)2"+'' «"+Vx 
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Ferner ist ans (6. and 16.), wenn r±n statt r gesetzt wird: 



p 



(25.) ^^"'""^'^v^c ir'^ '^"'^'^ -( 1-"-^ ^''''''^^^^^^ 

wenn r-fn und r — n ganse Zahlen sind. Man erkennt leicht eine her- 
vortretende Harmonie in beiden Gebilden, und sieht, dafs die höhern Differen* 
tiale von x" und ar*% bei denen der Differential -Exponent den Exponenten 
der Grundgröfse nm gleich viel Einheiten überragt (24.)^ oder von ihm Ober- 
troffen wird (25.), immer hinsichtlich der Gröfsen p, q, r und x gleiche 
Gebilde hervorbringen. 

Hierher gehört die Darstellung der Differentiale höherer Ordnung und 
mit {gebrochenen Exponenten von folgender Function: 

fx = J,a:" + -4„^,x"-^ + J,^,x-^-f ... A,x'^A,x^Ao. 

Man erhält die nachstehenden Resultate 

^^^'^ {dxr ~ i"-^«' — "^ i^^^^^a r iiii — +^ri'^, 



(öx)'' 



4-^1* ^/^^<«-'')'''^ (7-pr-''^ ^ (7-i?)""'*^ 

1 V I yjcP 



(q—p)(2q—p) I ^_p 



T-fi^ 



(dx) ' 1^1 jrV^r'' 

Auf die Formel (28.) finden die in (9 bis 11.) angegebenen Gesetze Anwendung. 

Hieran schliefst sich nun noch eine Bemerkung Ober den bekannten 
Satz, dafs eine beständige Gröfse kein Differential hat. Er hat seine volle 
Galligkeit, so lange der Differential - Exponent eine ganze Zahl ist; er wird 
aber nach den bisher gefundenen Resultaten unrichtig, wenn es sich um die 
Darstellung eines Differentials mit gebrochenem Exponenten handelt; denn es 
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Qodet sich, wenn a eine besAflndige Gr&fee bedeutet, ans (6,): 

(29.) .^1% = ii-g^ = (-1)-. ^'^ 

und es rechtfertigt sich die Behauptung, dafs beständige GrOfsen Differentiale 
unter den in (9 bis 11.) gegebenen Bestimmungen haben ktanen, wenn letztere 
mit gebrochenen Exponenten vorkommen. 

§. 5. 

Differeatiale de$ Binomiums (ox-f-A)". 

Durch einfache Ableitung erhält man 

und hieraus die besoudern Formen: 

fi 

(2.) d\ax^br= ^r^aa:^Jy 

f ■ 

— ( i\r-i ^(^~^)(^^~^) >-((r— t)m— ii)a'-(ar+* r 
d^(ax^by l»ti|yiay(ajr-fft) ^ _ q.2q.3q . . . HqVaf^iax+h) f 

^ ' idx)T 

Aaf gleiche Weise erbAlt mao 



(3.) 



(4.) 



(5.) 



(6.) 



(7.) 



a^(ax+*) " _ (-Ij'-wl-o'- _^ M)^(w4.m)(»+2m)...(w+(r-<)w)a^ 

«•'(ox-}-*) "• «•'■(iW'f *) " 
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— -2— Jll 9 



(8.) ---V =(-1) 






^ l?" '%(p+7)...(p+(m-l)?)^oP 



(-1) 

l»-»l»^"(ojr+Ä)' ? 



,+^ 



(9.) -^(^+^)~=(,i)9 



dHajc+b) •» , ..^ i*« '*"9 *'Vo^ 



^ ^ -^ JL-1,1 -5— P 



FQr alle diese Formeln bleiben die Bemerknngen (§. 3.) in Kraft. Die weitern 
hiebergebörigen Entwicklungen, die sich auf die bisher gezeigte Weise recht- 
fertigen lassen, sind: 

Hiebei gilt 

unter den zu (3. §. 4.) angeführten Beschränkungen. Es ist femer : 



m 



ri2 1 ^'•+*(gjr+&)^ n''^'\-'^a*-^''(as-\- b) 






(13.) 






p P\ V 



\^\^q^-^a^yaP{aX'\-b)' '' ^ 
rf\\q_p)(2q-p)... ({n-r)q-p) 

für ii>r 

^ '^ -Uli r-n+J2 

1 9» ijf''-'»(aj7+6) 9 
für r^ii 
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>-+-2 



Aaf die Ausdräcke (12 bis 14.) finden die eu (5. $. 4.) gemachten Be- 
merkungen ihre volle Anwendung, und 



findet nnr unter bestimmten Beschränkungen, die Gleichung 

(ÖX) «^ 

aber ohne Ausnahme Statt. Für ein negatives n erhfllt man: 






(16.) ^'"!r.t5' " (-ir 



n 



r+*H 



(Öxr+^ ^ "^ ..^ . .r+.-fA 



_. / |y+^ y»(»»+n)(2m+w)...(w-f(r+j— l)m) 



mH-«(ar4-6)' "* 



(_1 )''+f 1^ 'V^tf^y(p+?)>-(p+(^+*-l)7) 



-+r+-2 



C»^-J p — "-1; ^ ; ; ;; ; 

Pflr (15 bis 18.) gilt die Gleichung 

0'-+» \ a»+'- 1 



(19.) 



ohne Ausnahme, und die Ordnung im Differentiiren ist gleichgflitig. 
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Noch ist auf einen besondern Fall aufmerksam zu machen. Bei der 

Darstellung von — ^g^J, ist es nämlich gleichgülllg, ob man zuerst diffe- 

rentlirt und dann das Binomium entwickelt, oder ob man zuerst das Binomium 
entwickelt und dann diflFerenliirl; wie leicht durch die Ausführung zu sehen. 

Beide Resultate geben die gleiche endliche Glieder- Anzahl. Geht aber r in -2 
Ober, so erhält man auf den zwei angedeuteten Wegen: 



7 



p 



= fl^'L»^' {ax) 7^n(« — 1)^1 (aar) ^* 

^(,1)2(11 — 2)^1 (ax) 9Ä»^...J. 

Im ersten Falle entsteht eine unetidliche Reihe von Gliedern, im zweiten eine 
endtiche. Es läfst sich jedoch die zweite Form auf die erste zurflckfahren, 
wenn man die Facultdten zusammenfafst. Dies giebt 






V 



V t 

Diese Formel ftihrt dann, wenn man das Gesetz, welches die ersten Glieder 
aussprechen, festhält, wieder, wie vorhin, auf eine unendliche Glieder- Anzahl. 
Um Harmonie in diese Darstellungen zu bringen, wird es am zweckmäfsigsten 
sein , ein Binomium bei der Differentiation als ein Ganzes zu bebandeln ; wie es 
der Begriff einer Function mit sich bringt. Die gleichen Bemerkungen gelten 

6» 
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auch fflr 



.r+:£, 



a ?(aj-fft)» 

bei einem ganzen positiven n. Ein gebrochenes positives, so wie ein ganzes 
oder gebrochenes negatives n, fahrt ohne das auf eine unbegrenzte Glieder- 
Anzahl. In diesem Falle haben diese Bemerkongen keine Anwendung. 

Wir stellen nun noch einige besondere Fälle der in diesem Paragraphen 

erhaltenen Resultate der Übersicht wegen zusammen. Setzt man -^ = in 

(3. und 8.) und statt n allmälig die Werthe 0, 1, 2, . . ., so erhält man 

^^ax-\.by Va 

(öx)* V(*t(axi-b)) ' 

dHax-\-b) _ 2(ax-\-b)Va 
(dx)i •(«(ar+6)) ' 

(20.) < a*(<M:-f-a)* _ 2.44ax+b)Wa 

{dx)i ~~ l.-iV(it{ax-\-b)) ' 

a*(ax + fe)» __ 2.4 ...2«(gx-f ft)Va 
(öx)* 1.3... (2n—i)Vin{ax-\-b)) ' 

ei(aj + &)-' _ V(—an) 
(dx)i 2(ojr+Ä)* ' 

BHax+b)-^ __ 1.3 Vi— an) 

Jdx)i 2.2(ar-|-A)* ' 

(21.) ( et(<u:-t-6)-» ^ 1.3.5/(— Off) 

(ajr)» 1.2.2«(ar+6)4 ' 



9*(ag+ft)"" __ 1.3... (2n—i)V(—an) 
(öx)* 1.2 .. . («— l)2"(ox + 6)"+» * 

Wird in (13. und 17.) n = 0, 1, 2, 3, . . ., -^ = ^ gesetzt, so findet man 

dijaxi-b)' _ —aVa 

(öx)* 2(ax+b)V(}iiax-\-b)) ' 

a^(ax-f-ft)* _ 1.3aVc 

(22.) ( (ajr)4 ~~ 2. 2(ax +*)♦•« ' 

9^-H(qj -}-&)» _ , ^,^ 1.3... (2r— l)oVo 
(öxr+» ~ ^ *'' 2'-(ax+6r+»/« ' 
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dHax + b) 2V(a(ajc-\-b)) 

^(ax-\-h) a-^a 



(23.) / (8x)4 /(«(ox+Ä)) ' 



d'-+Hax-\-b) _ f <^^i l.3...(2r— 3)oVa 



(24.) 



9^(aj-fft)-» __ 1.3a^(— a«) 

(äJr)t ■ 2.2(ax^b)i 

e* (ox +6)-» 1 . 3 . 5 o* V (-- o«) 



i t 



(dx)^ 2.2.2(ojr + Ä)T 



T » 



8'-+*(q-g+^r' / ly 1.3...(2r4-l)oV(— g«) 

a^(aj+ft)-' _ 1.3.5a^(— o«) 
(öx)* 2.2.2(ax+Ä)* ' 

a^(aj+ft)-' __ 1.3..'>.7aV(— a«) 
(25.) / (ax)* 2.2.2.2(ax+i)< ' 



' a'-+*(ax-fft)-'' __ . .., <.3...(2r+3)aV(— an) 
(Öx)»+* ^ '' 2'-+»(ax4-Ä)'+* 

Die Formeln in diesem Paragraphen sind, wie man sieht, allgemeiner 
als die in den beiden vorhergebenden. Aus ihnen lassen sich die früher ge- 
gebenen ableiten. 



§. 6. 

Differentiale von logx und Iog(ax-{-6). 

FOr die Darstellnng der höhern Differentiale der Logarithmen findet 
sich leicht': 

, aMogx _ ^y-il"--'" fo-v 8'-log(ax-f-&) _ ^y+iillill«: 
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Zwischen (1. und 3.) ist im Resultat kein Unterschied. Ferner ist 



r 9 



^^•^ {dxr — ^^^ X 

.ß. 8-log(«jr+A)- _ 1 v_i »LlllÜifül 

(9.) ,^^+^ = (-ir 



fOr ein ganzes und gebrochenes r. Demnach ist 



(10.) ^8^ = (-1)7-' *' '" 






(11.) r =M)^ , , 

(13.) ^ fp± = (-1)^ ^ 1^. 

(öjr)9 (ox+Ä)^ 



Ferner ist 



• 
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P P a 



(19.) g'""^*^'"^ «•r+* ^ (-ir^ l^''""'p'-'^a-y^aP 



P \ - / p 

Aus (10, 12, 16 and 18.) erhalt man, ffir r = 0, 1,2, ... ond 
■£■ = 1, folgende besonderen Ffille: 

dilogx' v'« 



(dx)i •(-jr) ' 

fl^logj /( — «) 

(dx)< 2xyx "" 

(20.) ^ a^iogj- _ i.3./(— «) 



{dxy+i '^ 2'xVx ' 

ö*Iog(ajr-|-Ä) — Vi — no) 



(dx)i Viax+b) ' 

^ log (ax-\-b) aV(—:fta) 



(dx)* 2(ajr4-i)* ' 

(21.) { dilog (ax+b) _ —i . 3oV(— ffo) 

(aj-)* 2.2(ax+Ä)* ' 



d^+ilögjax+b) , ^^^i l.3.5...(2r— i)aV(— «a) 

(ax)-+i — ^ *'' 2'-(ax+Är+* 

Die Differentiale von log — und log — -j-^- unterscheiden sich von den vor- 

jT • aju "T" V 

Stehenden nur darch die Ordnung der Zeichen. Für alle vorstehenden Gleichungen 
ist die Ordnung im Differentiiren gleichgOltig. 
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§. 7. 

Differentiale von o^. 

Es ergiebt sich leicht: 

c^o f^ = *'('»?«)'«*'» (7-) ^^ = (-ir*''(»oi?«r«-*' 

(4.) 1$ = *^**% 

r und ^ unterliegen keiner Beschränkung und gelten ffir ganze und gebrochene 
Zahlen. Die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. 

Differentiale des Sinus und Cosinus. 
Die Entwicklung der höhern Differentiale dieser Functionen giebt 

a^ ö^''sinmx. , -x. jr • 

(2.) (g^)2r+i = (—1)^*«» +*cosiiw:. 

Soll der Zeichenwechsel in die Function flbergetragen werden, so vereinigen 
sich (1. und 2.) in folgender Form: 

(3.) 5*" sin mx = »•'' sin {mx -{- r . ^n). 
Eben so erhält man 

^^^ {dxr ^ i—iym^'cosmx, 

C5-) W^ = (-iy-^m^^-^sinmx. 

^^•^ (dxY — "^ m^cos(f/ia?+r.^7r), 

^'^•^ (dxy^^ "^ idxy-^^ = »•"^*8in(»ix+(r+^).^), 

^Q^ ö'^+^cosmjT = 9*'+'^cosmjr ^., , i / i x • % 

^^•^ (^a■)--^^ (cx)-^^ "^ m^+*cos(f/ij:+(r+*).l7i), 

für ganze und gebrochene r und ^. Beide Werthe gelten ohne Beschränkung. 
Die Ordnung im Differentiiren ist gleichgültig. 
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§. 9. 

Inlegrale von x^. 

Die hohem Inlegrale der bisher behaDdelten Fanctionen können ent- 
weder durch alimfiligen Übergang von den niedern zn den höhern Integralen, 
oder durch Verbindung der in (§. 3 bis 8.) entwickelten Resultate mit dem 
entsprechenden Integrale gefunden werden; wobei zu bemerken ist, dafs 



nrny^^' - r^ 



wird: oder «ach dadurch , dafs man io den entwickelten Resultaten von 
(f. 3 bis 8.) — r statt -\-r setzt, weil 

ist; wie gezeigt wurde. 

Hier sollen haupisfichlich nur die zwei ersten Wege benutzt werden; 
woraus sich zugleich der Vortheil ergeben wird, dafs man einen Schlufs auf 
den Zusammenhang und die Harmonie zwischen den Differentialen und Inte- 
gralen ziehen kann. Bei Darstellung der Integrale wird, wie bisher, auf die 
zur Anwendung zweckmäfsigste Form Rficksicht genommen werden. Die 
Constante wird nur da beachtet werden, wo sie eine besondere Aufmerk- 
samkeit erfordert. 

Man erhält auf den oben angedeuteten Wegen: 

Die besondern Formen sind: 

r21 rJ^(hxr — ^'-^'^-^ — m-sTix- 



(8.) f'jr{dx)^ 



9 _,/p_Nf _ tfiiJC^yjcP q.2q.3q...nq.a:'VxP 



i'^'\r+7)'" i^l'(;» +?)(/»+ 27) • . • (r+»7) 



» 



1^ n » i|l* 9 

(4.) j ' X- {dxr = /Tu - 



In diesen AusdrOcken unterliegen r und n keiner Beschränkung. Man erhalt 
immer darstellbare Werlhe. Fflr ein negatives n erhfilt man 
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Diese Gleichung liefert fflr ein ganzes n nnd r so lange darstellbare Werlhe, 
als n'^^r ist. PQr nr=r wird sie unbrauchbar , denn sie geht dann in 

(6.) far^^dxy^j^^^^f^^ 

ftber und weiset auf Logarithmen bin. Die gleiche Bemerkung gilt auch, wenn 
r'^n ist. Die besondern Formen von (5.) sind: 



(7.) y^V'-Cöary 



(m — ny^^Va:^ (tu — n){2m—n) ••• (rm — n)Vx^ 

p\ 



(8.) /±{8xf = i3!Ve«fe: 

= l^^^'C?— p)(2y— p) >>> ((!»— l)flf— p)^J^ 
(—1)9 9.2f .39 . . . (»— .l)gj:" 



In (7 bis 9.) unterliegen, wie man sieht, die Exponenten keiner Bescbrinkung. 



Ist — r=-£., so wird aus (9J) 



^ -J! ± -^li 



^a? v(öa?)9 = 1 vi 

Es lassen sich die hier erhaltenen Resultate auch dadurch finden, dafs 
man nach (13 bis 19. §.2.) verffihrt; wodurch sich zugleich ein Beweis für 
ihre Richtigkeit ergiebt. Wir wählen zu dem Ende die Darstellung des etwas 

schwierigeren Falles / '^x''(ßxf und führen ihn auf eine Integration mit ganzem 
und auf eine Differentiation mit gebrochenem Exponenten zurfick. Es ist 



r\ 
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£ » -I-i - -1—2 



(11.) /r^(a«f =^(/^8x)=-l-l,^'=Ml)_^ 

(dx) 1 (dx) 1 ^ ^ 



9 I j? 9 



9. . .. 1. 






7 

n'~v'rVy'x»» 



-^1-1 ff. 



(12.) /^ar-(a:r)l =/(^) öx ^ß'^\-'x^''hx = !L 

(Nr. 3, 11 and 12.) stimmen flberein. Setzt man — =i und n = 0,l,2,..., 
so ergiebt sich ans (3. nnd 8.) 

/ P^ffi^M — 2-2'4xVx ) /• * (dx)i _ in 

.) /y *^^«'*J 1.3.5|/ff » (14.) U ~? 2*^(-x) » 

1 P:^ IhxW — g'g'4.6xVx ) r\ Ox)» _ 1.3/« 

fy *^^c*; — 1.3.5.7^« » ly -]p 2.2.*V(— *)' 



(13 



/*^(^-)* = l*li?^Ä' \/ 



M8x)* _ l>3.5.,.(2ii-3) 



Ans (4. nnd 10.) ergiebt sich, wenn -^ = -^=s^ gesetzt wird: 

(15.) f^ixiBx)^ = \xin, (16.) /*-^ = >^^. 

Anf (Nr. 16.), wofflr sich noch ein zweites Resultat ergiebt, werden 
wir später zurflckkommen. Yorlänfig ist hier zn bemerken, dafs lAouMle, 
welcher dieses Integral (Jonmal d. Töc. polyt. T.XIII. p. 161) des weitern 
behandelt hat, diese Darstellnng, so wie die vorstehenden, nicht kannte« 

Hieran schliefst sich die Integration der Function 

7» 
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und man erbfilt 



(17.) J fX{pX) = ' j„+V|t 1 f+r-lll 1 |»+r-au r 



• • • 



(18.) y /•*(e*)'=-^(^^^:^:^;j;n5-+ (J;,)--'" + (7+;»)-^" +*" 

Yer^eicht man die hier erhaltenen Resultate mit den in (§. 30 ge- 
fundenen , so ergiebt sich, dafs im Allgemeinen 

d-'^x'^idxy =y*>(öa?r und ^ =.f'''x''{^dxr^ 

für alle Werlhe von n und r ist; mit Ausnahme des in (6.) angegebenen Falles 

wenn die Exponenten des Integralzeichens und der Gröfse x gleich und ganze 
Zahlen sind. Man kann daher unmittelbar von dem Differential-Ausdruck auf 
das Integral und umgekehrt (mit Ausnahme des eben genannten Falles) über- 
gehen, wenn man — r statt -f^ setzt; wie* Dies von dem besondern Fall 

( /— ^), wenn r = l, bekannt ist. 

§. 10. 

Entwicklung von y '^^ V (5jr)'"+*. 

Man erhält durch die im vorigen Paragraph angegebenen Verfahren: 

11.) J X {CX) — ^^^^^^^,.+.,-1 — (^,^^)r+,,l — l«+r+.|i • 

Ferner ist: 
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Aas (1. und 2.) ist 

(3.) y^Vcö*)»*' = /*"*"af"(öa?)«+'. 

Die Ordnang im Differentiiren ist gleichgQltig; r, » und n unterliegen gegen- 
seitig keiner Besobrlnknng. Die besondern Ffille sind aas (1 . oder 2.) : 

K J j * kv*; (ii+ji»)'-+»i" (n+m)(tt-f-2m)...(»+(r+«)m) * 

Auch in (4 bis 6.) findet keine Beschränkung in den Exponenten Statt. Die 
Ordnung im Integriren ist aach hier, wie leicht zu sehen, ^eichgflltig, wahrend 
die Ordnung im Differentiiren bei (6. §. 4.) (der correspondirenden Formel 
von 5. §. 10.) nicht gleicbgOltig ist. Die Ausfahrung der in (1 bis 6.) an- 
geseigten Rechnungen liefert daher immer die gleichen Resultate. 

FOr ein negatives n ergiebt sich 
Ferner ist: 



Die Gleichungen (7» und 8.) fahren immer auf darstellbare Werthe, so lange 
ii>>r-f « ist. Unter dieser Bedingung ist auch die Ordnung im Differentiiren 
gleichgaltig und man erhält 

Ist aber r-f-^^n^ so werden (7. und 8.) unbrauchbar und weisen auf Loga* 
rithmen. Die besonderen Formen von (7.) sind: 
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(10.) f'^'J-^Bx)^^ 



mH-«jpH-* m»^«x^« 



m 9 









fflr n 



.-JKll 7. 



für r:>it 



l 9 



(12.) n^x-^id^r^^ r^ilvv*^ 

In (10. und 12.) unterliegen die Exponenten keiner Beschränkung. Die Ordnung 
im Integriren ist gleicbgflltig und die Resultate bleiben dieselben. Bei (11.) 
ist Dies aber nicht der Fall. Wird nämlich zuerst nach r integrirt, so ist 

und es gelten fflr diesen Ausdruck die zu (5. §• 9.) geroachten Bemericungen 
Wird dagegen zuerst nach — und dann nach r integrirt, so erhält man 



~-f+' 



M,^-(.--fy"(.-^-r)"' 
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Die Facultfiten im Nenner geben nftmlich immer darstellbare Werthe. Der hier 
gefundene Ansdrnck fallt aber mit (11.) zusammen. Es ist nerolieb nach (No. 86.) 
des ersten Nachtrages: 



Wird dieser Werth eingefQbrt, so erhalt man 






9 X Si 



.:?+»• ^»-»U 



woraus sich die zwei Formen von (11.) ableiten lassen. Hieraus ergeben 
sich folgende Sätze. 

Es ist immer 



V ^^o-, Z^r 






SO lange W^r ist, und in diesem Falle ist die Ordnung im Integriren gleich- 
gfillig. Wird aber r gleich oder gröfser als n, so entstehen durch verschiedene 
Ordnung im Integriren verschiedene Resultate. Man erhalt daher auf dem hier 
angezeigten Wege immer darstellbare Werthe, wenn in der Ordnung 

also zuerst nach -^ und dann nach r integrirt wird. Die umgekehrte Ordnung 
im Integriren giebt unbrauchbare Formen und weiset auf Logarithmen. 
Aufser den obigen Ausdrücken heben wir noch folgende hervor: 



(14.) / 
(tt.) / 



% „ 1.2.3...r ' 



""^9 (dx) 9 ^ 1 9^ qr _ 1 9^q^ 



Setzt man -^ =s ^ und rs=l, 3, 3..., 11 = 09 1^2... in (& und 11.)^ so er- 
geben sich folgende specielle Fälle: 
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(160 






y* ar(Ö«)* 



(17.) 



y *^(^*) = 1.3.i>...(^r-fi)/« ' 

/' * •/^Ä-..\4 2.2.2.2xVx 

y *^*'*^ ~- 1.3.5...(2r+3)^»» 



* (8x)l __ 2/(x«) 



(18.) /y "~j 1.3/-1 ♦ 



J X '~ i.Z...(2r—i)i—i * 
/•< (8x)* •« 

y X» — •— * ♦ 

J /•* idx)* —2V(nx) 

(19.) /y "ö?- = v-i ' 



/r+ i(ejr)H-t — 2^jr^V(«x) 

X» "~" 1.3.5...(2r— 3)y-l ' 

*^'*"^ y Vx — 1,2.3.. 77 ' 

roi ^ /" ^ (gx)-^ 2V« 

^^ J x'^x ~ {-i)'1.3.5... (2r— i) * 
Von den hier zusammengestellten Resaltaten entwickelt Liouville (Jonrn. de 

l'ec. polyt. T.XIII. p. 151) den einzelnen Fall/'*-'^, aber sehr weitläufig 

und unter Zuziehung der von ihm benannten ^onction complementaire.** Man 
sieht auch hier den Znsammenhang zwischen den Differentialen und Integralen. 
Die am Ende des vorigen Paragraphs gemachten Bemerkungen gellen auch hier. 

( Der SchloTt folgt) 
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3. 

VereinfachuDg des Beweises von Cauchy^ dafs jede 
Gleichung nten Grades wenigstens eine Wurzel hat. 

(Von Herrn J. Sufsmann, Assistent im Königlichen Gewerbe -Institut zu Berlin.) 



\yauchjf beweiset in seinem „Cours d^analyse eh. X/' diesen Satz in 
der Weise, dafs er fftr x den Ansdruck ti-fr|/— 1 einfflfart und die Function 
F{u,v)^=\(p{u,t>)f'\-[\p{u,v)Y aufstellt. Dann zeigt er auf eine sehr um- 
sUndlicbe Art, dafs diese Function ein Minimum habe, und dafs dieses Minimum 
gleich Null sein müsse. Daraus folgt dann, dafs auch /*(fli-|-c;|/— !) = /*( o:) 
fOr denselben Werth von u und v verschwindet. 

Wie es scheint, lafst es sich leichter zeigen, dafs die Function F{u, v) 
ein Minimum habe, wenn man den Gang der Function beobachtet, wahrend 
ti und V sich stetig von — oc bis -f oo ändern. Es ergiebt sich dann sehr 
einfach, dafs dieses Minimum gleich Null ist, wenn man ein bekanntes Gesetz 
aus der Differentialrechnung heranzieht. 

Der Beweis gestaltet sich folgendermaafsen. 

Es sei die geordnete Gleichung 

gegeben, wo n eine positive ganze Zahl ist nnd a, b, . . . g, k beliebige 
reelle oder imaginäre bekannte Gröfsen sind. 

Es werde x veränderlich angenommen und der gegebene Ansdruck 
gleich f{x) gesetzt. Für w werde ti-j-ry^— 1 gesetzt; was, wenn man sich 
die Substitution ausgeführt vorstellt, einen Ausdruck von der Form 

ip{u, r)-f>/-lv(w, V) = fix) 
giebt 

Man bilde noch die Function 

F{u,v) = [v{u,v)f-\^[y;iu,v)]\ 
Diese Function kann nie negativ werden. Setzt man nun « = — cx>, während 
V einen beliebigen endlichen Werth hat, so wird /J^(tr^ r) = -f oo . Denselben 
Werth erhält die Function für ti == -f- oc und für einen beliebigen Werth von r. 
Eben so wird F(u, r) = -{- cx) für beliebige endliche Werthe von u, wenn v 

CreUe*! Joarnal f. d. M. Bd. XL1V. Heft 1. 8 
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gleich -f-oo oder — oo ist. Haben dagegen u und v gleichzeitig endliche 
Werthe, so hat anch F{u,v)^ weil es eine ganze Function von u and v ist, 
einen endlichen Werth. Lfifst man nun u und v gleichzeitig sich stetig von 
— CO bis -^ oo ändern, so wird F(Uy v\ welche Werthe von u und v auch 
zusammengehören mögen, von -f oc bis ins Endliche falten, und dann wieder 
aus dem Endlichen bis zn -|~ oo aufsteigen. Daraus folgt, dafs nothwendig 
die Function ein Minimum hol. 
Setzt man 

ii-ft?y^— 1 = r(cosy-|-}/— 1 siny) 
und die sich hieraus ergebenden Werthe von u und v in F{u,v)^ so erhält 
man eine Function von r und y. Die Substitution wird ausgefOhrt, wenn 

man ar = r(cosy-f"/""^^'"y) ^^ A^) setzt. Es ergiebt sich: 
r" cos \ny\ 
f ar" 'cos[(ii— l)y] 
4 *r"-^cos[(n— 2)y]| 



-'.n«nn_lwii l r-sin[nyl 

..2_.r,^ o...if ^-far"-» sin [(n-l)y]^ 



^.^^X <+*r"-^sin[(n-2)rU ^f{x) = f{u-{vi^\). 



^ grcosy i i • 

iyt ) [+i^^siny 

Der Kflrze wegen werde der Ausdruck in den ersten Klammern durch 
A, der in den zweiten durch B bezeichnet; dann ist 

(p{u, v) =^ A; ip(u, v) -= B und 
F{u,v) = ^'+1?^. 
Es wurde nachgewiesen, dafs diese Function ein Minimum hat. Für 
dieses Minimum mufs^ nach bekannten Gesetzen, die Ableitung von A^-\-B^^ 
sowohl nach y als nach r, gleich Null sein, wenn man in die Ableitung die- 
jenigen Werthe von r und y setzt, welche die Function zu einem Minimum 
machen. 

Die Ableitung nach y ist 
[— JCr^n sin [iiy]-[-ar'—*(ii — 1} sin [(ii — l)y]-f •••^rsiny)J 

|-f-fl(r'*iicos[iiy]-j-ar''~*(n — l)cosf(ii — l)y]-f •••^rcosy)( 
oder, durch r dividirt: 

)-J(iir«-*sin[iiyJ + ö(ii-l)r''-^sin[(ii-l)y]-f -.^siny^j _ 
^^'^ (fÄCW-^cosCityl-f-aCn— l)r"-^cos[(ii-l)y]-f --^cosy)! ~ ^' 
Die Ableitung nach r ist: 

.^^ \ i<(nr'»-*cos[fiy]4.fl(»— l)r^-^cos[(ii-l)y]+ ---^cosy)! ^ 
^^'^ l-f Ä(iir''-'sin[ny]f «(ii-.1)r''-*sin[(ii-.l)yj+ •••^siny)( 
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Bezeichnet man der Kärze wegen den Factor von A in (1.) und den von 
B in (2.) durch C; ferner den Factor von B in (1.) und den von A in (2.) 
durch D, so nehmen die Gleichungen (1.) und (2.) die Gestalt: 

AC = +BD, 

AD = -BC 
an. Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander^ so erhalt man 

A'-\-B' = 0. 
D. h. die Werthe von u und v, welche die Function F(Uy v) zu einem 
Minimum machen^ machen dieses Minimum zu JMull. Es kann aber F(u,v) 
nur dann zu Null werden^ wenn gleichzeitig (p{u, v) = und tp(u, v) = 
ist, also ist auch 

folglich der Satz bewiesen. 

Berlin, im Januar 1852. 
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4- 

Eine neue Lösung des Problems der Rotation 
eines festen Körpers um einen Punct. 

(Von Herrn Dr. F. J. Richelot, ordentl. Prof. der Math, an der Universität zu Königsberg.) 

(Auszug einer in der Ferd. Dumm 1er* sehen Buchhandlung tu Berlin 1851 erchienenen Schrift.) 



In dieser Abbandlang werden die Grundgleicbungen der Lösung des 
Problems der Rotation eines Körpers aus einer neuen Quelle abgeleitet; unter 
der Voraussetzung, daCs die Beschaffenheit der auf denselben wirkenden Kräfte 
Oberhaupt die Anwendung der Methode der Variation der Constanten zulfifst. 
Zu der Gattung solcher Bewegungen gehört bekanntlich die Drehung eines 
Weltkörpers um seinen Schwerpunct, indem der seine Bahnbewegung bedin- 
gende Centralkörper, eben so wie seine Trabanten, auf jene Drehung nur 
einen Einflufs von der genannten Arl ausüben. Es lassen sich daher aus den 
Grundgleichungen des allgemeinen Problems der Rotation: z. B. bei unserer 
Erde, die Formeln für die Nutalion der Erd-Axe und fär die Präcession der 
Nachlgleichen ableiten, deren Aufstellung dem vorigen Jahrhundert zur un- 
sterblichen Zierde gereicht. 

Nachdem Lagrange seine allgemeine Theorie der Variation der Con- 
stanten der Elemente eines Planeten, welche er In den Acten der Akademie 
fOr die Jahre 1781 und 1782 niedergelegt hatte und wodurch die früheren 
Arbeiten Euter^s über diesen Gegenstand vervollständigt waren, fast zu gleicher 
Zeit mit Laptace, durch eine neue Methode ersetzt hatte, worin die soge- 
nannte Störungsfunction nicht nach den Coordinaten des gestörten Planeten, 
sondern nach den Elementen seiner ungestörten Bahn partiell differentiirt wird; 
und nachdem darauf derselbe grofse Geometer dieselbe Methode auf alle Pro- 
bleme der Dynamik Öbertragen hatte, ist sie bisher im Wesentlichen nicht ver- 
vollkommnet worden. Jedoch gelang es Poisson, bald nachdem Lagrange 
sein Memoire dem Institut vorgelegt hatte, dieselben allgemeinen Störongs- 
gleichungen, in schon aufgelöseter Form, aus eirter völlig neuen und versteckten 
Quelle abzuleiten und dadurch einen, wenn gleich erst bedeutend später ge- 
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hörig verstanidenen and genügend gewürdigten Fortschritt, nicht nur in der 
Behandlung aller derartigen dynamischen Aufgaben, sondern auch in der Inte- 
gration der Differential-Gleichungen Oberhaupt, zu veranlassen. In seiner hier- 
auf bezQglichen berOhmten Abhandlung über die Variation der Constanten in 
den Problemen der Dynamik, welche er dem Institut schon im Jahre 1809 
vorlegte, wendet er seine Art der Ableitung der Störungsgleichungen auf 
zwei Beispiele an: auf die elliptische Bewegung eines Planeten, und auf die 
der Rotation eines Körpers; mit welcher ich mich hier beschäftigen werde. 
Pou(san legt darin die von Euler in seiner Theoria mottis corporum «o/i- 
dorum gegebene Lösung der Differentialgleichungen der Rotation eines Kör- 
pers, auf weichen gar keine dufsern Kräfte wirken, zum Grunde, variirt die 
sechs darin vorkommenden willkürlichen Constanten, und findet dann eine 
merkwürdige Analogie zwischen den Störungsgleichungen dieses und des vor- 
her bebandelten Problems der elliptischen Bewegung eines Planeten, welche 
auf einer correspondirend analogen Bedeutung der sechs willkürlichen Con- 
stanten in den Integralgleichungen beider Probleme beruht. Diese Constanten 
sind in der dort benutzten Bezeichnung folgende: 
h ist die in der Gleichung der lebendigen Kräfte vorkommende Constante; 
/ die der Zeit hinzuzufügende Constante; 

k ist die Summe der in Bezug auf die Principal - Ebene der Projection ge- 
nommenen Projectionen derjenigen FlächenrSume , welche von den aus 
dem festen Centrum bei dem ersten Problem nach dem sich bewegen- 
den Centrum, und bei dem letztern nach allen Molecflien des Körpers 
gezogenen Radien vectoren bestrichen werden, multiplicirt respective in 
die Massen dieser Molecüle; wobei zu merken, dafs diese Summe gerade 
für diese Ebene, welche im erstem Problem Ebene der Behn, im 
letztern invariable Ebene genannt wird, einen gröfsern Werth erhalt, 
als für alle andern; 
Y ist die Neigung der Principal-Ebene der Projection gegen eine feste Ebene, 
a ist die Länge des Knotens beider Ebenen, auf der festen Ebene von einer 

angenommenen Linie an gezählt; 
jf ist die zu einem in der Principal-Ebene der Projection gezählten Winkel 
(welcher im ersten Problem die wahre Anomalie des Planeten ist und 
im letztern zwischen dem Knoten jener Ebene mit einer sogenannten 
Ilaupt-Ebene des Körpers und einer angenommenen Linie gebildet wird) 
hinzutretende Constante. 
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In seiner schönen Abbandlong Aber die Bewegaog der Erde om ihren 
Sehwerponct hat Poismn die Correlation der sechs Constanten beider Pro- 
bleme noch weiter Terfolgt Jedoch giebt es einen andern Gesichtspond fOr 
eine gleichartige Behandlang beider Probleme, aof welchen man gefahrt wird, 
wenn man die, bei hinzatreienden äofsem Kräften, aas der Theorie der Va- 
riation der Constanten sich ergebenden Stdrangsgleichongen auf die einfachste 
Form bringt 

Schon Lagrange hat in der ffinften Section des zweiten Theils seiner 
analytischen Mechanik die wichtige Bemerkang gemacht, dafs bei einem System 
von materiellen Puncten, auf welche nach drei auf einander senkrechten Coor- 
dinaten-Axen (eben so wie bei den Problemen, in denen eine sogenannte 
Störangsfunction existirt) solche Kräfte wirken, welche die partiellen DifTe- 
rentialqaotienten einer and derselben Function (Kräftefonction genannt) nach 
den respectiven Coordinaten der Puncte sind, die dem Anfangswerthe der 
Zeit entsprechenden Werthe der Coordinaten und der nach den drei Axen 
zerlegten Geschwindigkeiten, die Eigenschaft besitzen, als willkfirliche Con- 
stanten der Integralgleichungen des Problems betrachtet, besonders einfache 
Störungsgleichangen mit sich zu fähren. In der That wird dafOr das Diffe- 
rential eines joden Anfangswerths der Coordinaten nach der Zeit, dem par- 
tiellen Differentialquotienten der Störungsfunction nach dem entsprechenden 
Anfangwerthe der Geschwindigkeitscomponente, gleich, und das Differential 
eines Jeden Anfangswerths dieser Componenten nach der Zeit, stimmt mit dem 
entgegengesetzten Werlhe des partiellen Differentialquotienten der Störungs- 
function nach dem entsprechenden Anfangswerthe der Coordinaten, öbereiu. 

fn den Monatsberichten der Akademie vom Jahre 1838 hat Jacobi 
zuerst dieselbe einfache Form der Störungsgleichungen, nicht allein auf den Fall 
ausgedehnt, wo die Kräflefunction die Zeit explicite enthält, sondern auch na- 
mentlich gezeigt, dafs fflr die Bewegung eines nicht mehr freien, sondern ge- 
gebenen Bedingungsgleicbungen unterworfenen Systems von materiellen Puncten, 
statt der Anfangswerthe der Variabein, die Anfangswerthe der diesen Be- 
dingungsgleichungen identisch genugenden Yariabeln in diese Form der Stö- 
rungsgleichungen eingeführt werden können; endlich aber auch für den* Fall der 
Planetenbewegung sechs andere Elemente als die gewöhnlichen angegeben, 
welche jedoch von diesen wenig abweichen und welche dieselben und damit zu- 
sammenhängende Eigenschaften mit den Anfangswerthen der Coordinaten und 
Geschwindigkeitscomponenten gemein haben. An einem andern Orte, im fänften 
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Bande der Cofnples renäus, hat derselbe grofse Geometer auch die Quelle 
angegeben, aus welcher dieses und ähnliche Systeme von Elementen bei den 
flbrigen Problemen der Dynamik fliefsen, indem er daselbst folgendes Theorem 
aufstellt : 

Wenn die n Bewegungsgleichungen eines freien Systems materieller 
Poncte, deren Coordinaten x, y, z, x^^ y^^ z^^ etc. sind, die folgenden sind: 

j££. — gt/ ■ dii 

dt* ~ ^ dx"^ dx' 

rfV _ ^ at/ , dSi 

dl* ~ dy 'T^JT' 

d}z du . est 

so dafs m^ ffii, etc. die Massen der respectiven Puncte, / die Zeit, U die 
Kr&fkefunction , und S2 die Störungsfunction bezeichnen, und es ist V die 
vollstAndige Lösung der partiellen Differentialgleichung 

(wo das Summenzeichen auf alle Puncto des Systems ausgedehnt wird) mit 
den 11 — 1 willkarlichen Conslanten 

während 

beliebige constante Gröfsen bezeichnen: so sind nicht nur 



die endlichen Integralgleichungen des ungestörten Problems, dessen Differen- 
tialgleichungen aus den obern dadurch folgen, dafs man 12 = setzt, mit den 
2n willkarlichen Constanten, 

«,, «2^ • • • ««-M ^> 

Pl^ Pf* ' ' • Pn— 11 "^S 

sondern es besitzen diese Constanten auch anfserdem die Eigenschaft, dafs 

« 

sie, als Variabein in das gestörte Problem eingeführt, auf folgende Differential- 
gleichungen ffihren: 

da^_dQ ^ — ^ £ton-i _ dQ dh _ du 

dt ~ dß, ' dt ~ dß^^ dt ~ dßn^i ' dt ~ dt ' 

dß^__dSi öÄ___rfß rf/?n~i _ _ dSi dt _ aa 

dt ~ da, ' dt ^' ö«, ' • ■ • dt ~ dan,r dt ~ dh ' 

welches die obenerwähnte canonische Form der Störnngsgleichungen ist. 
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Während Jacobi selbst keinen seiner Beweise dieses Theorems, welches 
mit der in seiner berühmten Abhandlung im 17. Bande dieses Journals ans- 
elnandergesetzten tiamilton-JacobPschen Theorie der Integration der dyna- 
mischen Gleichungen und der partiellen Differentialgleichungen aufs innigste 
zusammenhangt, bisher bekannt gemacht hat, findet man im 13. Bande des 
Journals von Liouvilte eine kurze Ableitung desselben voii Hrii. Desboves, 
nebst einer Anwendung auf die elliptische Bewegung des Planeten; wobei 
sich die von Jacobi oben erwähnten sechs Elemente ergeben. 

Nach dem bisher Vorgetragenen bietet sich das Problem : auf die Rotation 
eines festen Körpers um einen Punct diese eben auseinandergesetzte Theorie 
anzuwenden, von selbst dar. Ich habe mir daher die Aufgabe gestellt, auf 
diesem Wege ein ahnliches, und analoge Systeme von Elementen bei dem Problem 
der Rotation, durch Anwendung des angefahrten Theorems auf diesen Fall der 
nicht freien Bewegung aufzufinden und dadurch ein neues und wichtiges Bei- 
spiel dieser Theorie auszufahren. Es geht aus dem Vorigen ebenfalls hervor, 
dafs dieser Zweck durch die Integralion derjenigen partiellen Differentialgleichung 
erreicht wird, auf welche die Uamillon''sche Theorie in diesem Probleme fObrt. 

Wenn es abrigens nur darauf ankftme, ein System von Elementen zu 
finden, welches die obige Eigenschaft besitzt, so kann man dasselbe aus den von 
PoisHon am angefahrten Orte aufgestellten Störungsgleichungen auch ohne Wei- 
teres ableiten. Die dazu nöthige leichte Modification der oben angefahrten sechs 
Constanten besteht darin, dafs man an Stelle der Constante h, —2fi setzt und 
statt des Elements y die Gröfse ^|=— ;fcos;^ einführt. Bezeichnet man die 
partiellen Differentialquotienten der Störungsfunction nach den sechs Elementen 

durch hinzugefagte Klammern, so erhält man die Gleichungen: 

M _ _ i (I^\ 

dSi / dSi\ / dSi\ 

da _ /afl \ 

0/ "" \ dl )' 

da _ r dSi\ 

da ~ \"ö5"/' 
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Da aufserdem die Gleichangen: 

dh Q dt^ 

dt ~ ~^ dt ' 

dy drps , dx 

aos der Definition von /| und ^j von selbst sieb ergeben, so gehen die von 
Poisgon gegebenen sechs Gleichangen: 

rf* _ „aß 

dl _ , ndSi 

djt , da 

' dt ~~ * dg ' 

da _ _ __1 ö£ 

dt xsiDT' 6y ' 

tf^ du cosy di2 

dt dx «»üiy öy ' 

rff • xsiny ' öjf ' x»iny * 9« ' 

sofort in folgende über: 

dl _ /BSi\ dg _ /dQ\ da fdSi\ 

IT ~ \rf*r/' dt ~ va»/' nr ~ ^Wi^' 

welche die oben erwähnte Form haben. 
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5. 

Über einige Gmndformelii der Geodäsie. 

(Von Herrn Ferd. Minding, Prof. der Mathematik an der Universiläl zn Dorpal.) 

(Nadi dem „BaUetin phys. math^m.** T. VIll. No.6.) 



Im ersten Bande der astronomischen Nachrichten, S. 36 und 87, giebt 
BesBel unter Anderem auch Formeln, um aus den auf dem Erdsphfirold 
beobachteten Winkeln die wahren Werthe der Winkel geodätischer Dreiecke 
abzuleiten. Da sich nfimlich die Richtung des ersten Elements der doppelt 
gekrümmten geodätischen Linien nicht unmittelbar beobachten Ififst, so mufs 
man sich begnügen, den Winkel zwischen zwei, durch den Ort des Beobachters 
gelegten verticalen Ebenen zu messen. Zwar sind für sehr kurze Strecken 
beiderlei Winkel als völlig gleich anzusehen, nicht blofs auf dem Umdrehungs* 
EUipsoId, sondern auf Jeder krummen FlAche; bei den heutigen Messungen 
aber, wo Dreieckseiten vorkommen, welche einen vollen Grad sogar noch 
überschreiten, bedarf es der analytischen Entwickelung, um sich ein sicheres 
Urtheii über den Betrag des begangenen Fehlers zu verschaffen. 

Be99et9 Formel beruht auf den von ihm im vierten Bande d. astr. N. 
(St. 86) entwickelten Ausdrücken für die kürzeste Linie auf dem Umdrehungs- 
Ellipsold. Da jedoch an genanntem Orte ihre Herleitung nicht gegeben ist, 
so gedenke ich zuerst auf diese einzugehen, dann aber den Gegenstand 
allgemeiner zu betrachten. Man nenne a das Azimuth der geodfitischen Linie 
AB bei A, vi und u die reducirten Breiten der Puncto A und B, cp ihren 
Lungen • Unterschied , und führe noch mit Beseel die Hülfsgröfsen £i und a 
ein, welche einem sphärischen Dreiecke abc angehören, in welchen ab = a, 
ac=^^n—n\ *r = ^7i — ti, /caft = a ^eah = £i ist; so gelten folgende 
Gleichungen : 

(1.) sinn == sinti'cosa-f cosu'sinacosa, 

(2J) tanga = j-, : — z pr-. 



cu = / ^{i—eeosu^).dSi, 



oder, weil hier nur die erste Annäherung gebraucht wird: 

(3.) Ol = £2 — ^^ocosii'sina. 
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Werden ferner die Coordinaten von A und B in bekannter Weise 
ausgedrückt durch 

(^.) x' = acosu'i y = 6 Sinti'; z' = 0., 

(A.) X = ncosiicostt»; y = bsinu f z = iicosusinoi, 
wo b = my{t— €^) die halbe Umdrehungsaxe bexeicbnet^ so ergiebt sich fttr 
die Neigung t einer durch die Normale in A und durch B gelegten Ebene 

gegen den Meridian in A: 

-^ ^ . cos u sin 0» /(l — c* cos u*) 

^ '-* ^ sini« cos ti*— cos fi Sinti' cos«» — e*costi'(sinti — sinn') 

Setet man in diesen Ausdruck anstatt co seinen genäherten Werlb aus (3.), 
entwickelt ihn nach e^, mit VemachlSfsigung der ^eweiten und höheren Potenzen 
dieser Gröfse, schafft mittels der Gleichungen 

costtsin<S2 = sinasintr^ 
costi'costicosi2 = coso — Sinti Sinti' 
und der obigen unter (1.) i2 und ti hinweg, so dafs nur noch ti', a und a 
surflokbleiben, und geht von den Tangenten auf die Winkel Ober; so erhfilt man 

(5.) a = f — ^r^costi'sina|(l— r- ^costi'cosa — ^2tang^a — o^sinn'L 

oder^ nach a entwickelt, wobei das erste Glied in der Anwendung schon 

allein ausreicht: 

a == f — -^e^ a^ eo8u'^ 8m2a — ••• 

Obgleich hiernach die Verbesserung des beobachteten Winkels i in wirk- 
lich Vorkommenden Fallen nur die Hundertel der Secunde treffen kann, so wflrde 
doch eine störende Dunkelheit in den Grundlagen der Rechnung bleiben, 
wenn man ihre Entwickelung überginge. Diese wird aber beträchtlich ab- 
gekflrst, wenn man sie allgemein fflr jede krumme FlSobe ausföhrt Bringt 
man nämlich die Gleichung der Fläche, oder vielmehr ihres zunächst um einen 
Punct A liegenden Tbeiles, auf die bekannte Reihenform 

z = «i^-f /'iy^H — 

und benutzt die Differentialgleichungen: 

Yfo p=i -—^ (f =z — - ist, so ergeben sich fflr eine von A ausgehende kürzeste 

Linie, deren erstes Element mit x den Winkel (p macht und deren Bogen s 
ist, Reihen nach Potenzen von s, von welchen ich hier nur die ersten Glieder 

9» 
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hersetze^ nämlich: 

x^=scos<p — cLQC08<pj^8^ ... y:=ssmq> — ßQ8m<p^ii^ ... z ^q-^ ... 
Q = acos<p^'\ ßsm(p^ ist die Krammung der Fläche in der Richtung 
des ersten Elements der kargesten Linie. Bezieht man nun x, y, z nnd ^ auf 
einen bestimmten Pnnct B dieser Linie, und setzt y=^x tangt^ so ergiebt sich: 

oder 

f = (p'\'(cL — ß)Qsin(pcos<p'^"' 

Allgemein hangt daher die Abweichung der Anfangsrichtung eines kleinen 
fiogens der kflrzesten Linie von der nach dem Endpuncte desselben gerichteten, 
durch den Anfangspunct gelegten verticalen Ebene, hauptsächlich von dem 
Unterschiede der gröfsten und kleinsten Krümmung der Fläche im Anfange 
der kürzesten Linie ab. 

Auf dem Umdrehungs-Ellipsoid hat man für denPunct, wo .r=acosfi^ 
y = a'^{l — e^)sinu, 2: = 0, die KrQmmung im Meridiane: 

OL = . , 

a{\ — e*cosw*)T 
und im Breifenkreise: 

' fl(i— e'cosii*)* ' 

mithin 

a — p == j — , 

fl(l — e»*costt*)* 

oder, wenn man sich mit der ersten Potenz von e^ begnügt: 

(p = i — ^e^cosu^sin2(p-^ 



... 



wie vorhin, da (p dem obigen a entspricht und näherungsweise aa^=s ist. 

Im Allgemeinen dürfte es für die Darstellung der Geodäsie erspriefslich 
sein, die Rechnung, wenigstens in ihren Grundlagen, von jeder bestimmten 
Voraussetzung über die Gestalt der Erde frei zu halten. Diese Absicht, welche 
mich auch im Vorstehenden leitete, veranlafst mich noch zu den folgenden 
Enlwickelungen ; an welche sich einige in rein geometrischer Hinsicht vielleicht 
bemerkenswertbc Folgerungen anknüpfen. Dabei werde ich mich der Buch« 
Stäben p, q, r, s, ( stets in der Bedeutung bedienen , dafs 

dz = pdx-{-qdy^ dp = rrfr-f- ^dy, dq = .sdx^ldy ist. 
Dreht sich ein Körper von beliebiger Ge3talt um eine in ihm und im 
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Räume feste Axe, welche die der z sei, so ist bekanntlich ^=kp die Gleichung^ 
einer Meridiancorve auf seiner Oberfläche. Z. B. fOr -r -|- 4r H- -t == 1 ist 

y=:-T-^ diese Gleichung. Dieselbe nmfarst nämlich alle Puncte der Fläche, 

deren Normalen der Meridian-Ebene y=^kx parallel sind, oder deren Zenith- 

puncte an der Himmelskogel in einerlei Meridian liegen. Ffir ein im Pnncte xyz 

anfangendes Element der Meridiancarve hat man daher dq=kdp, oder pdq 

^=qdp, mithin: 

dxidyidz = A: B:C, 
wo 

A=^pt — qs, B =^ qr — ps, C :=^ Ap'\- Bq ist. 

Bezeichnet nnn da das Bogen-Element einer körzesten Linie im Pnncte xyz, 
und dx, dy, dz seine Projectionen auf die Axen , so erhält man das Azimuth a 
desselben aus der Gleichung 

_ Adx^Bdy^Cdz 

und die Polhöhe P aus 

8'»^= ^(ij^p^^^ oder cotangP= |/(;>^ + y'). 

Sind daher die Coordinaten einer kflrzesten Linie nach Potenzen ihres Bogens a 
entwickelt, deren Coöfficienten von dem Anfangspuncte der Linie und der 
Richtung ihres ersten Elements abhängen werden, so lassen sich mittels vor- 
stehender Ausdrücke auch Azimuth und Polhöhe in Reihen nach Potenzen von a 
darstellen. 

POr die Curven gleicher Polhöhe ist nach Obigem: 

p^'\'q^ == Const. , oder pdp + qdq = ; 

daher : 

dx.dy.dz = A'iB'.C, 
wo 

A' = p8-\^qt, i?' = — (pr + qs) , C = A'p -f B'q. 

Nur auf den abwickelbaren Flächen findet die Unterscheidung der Curven 
gleicher Zeit (wie man die Meridiancurven auch neunen könnte) und der 
Curven gleicher Polhöhe nicht Statt, da auf diesen, wegen p = funct. q, beide 
Arten von Curven in den geraden Linien der Fläche zusammenfallen, oder in 
leicht erkennbaren besonderen Fällen eine von ihnen unbestimmt wird. Ohne 
hierbei zu verweilen, schliefse ich die abwickelbaren Flächen, sammt der Ebene, 
von der folgenden Untersuchung aus. 
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Im Allgemeinen ist in Betreff dieser beiden Arten von Corven su er- 
innern, dafs sie stets in Bezieiiung auf eine Axe gedacht werden müssen, 
welciie die der z sein soll ; dafs aber parallele Axen völlig gleichgeltend sind. 
Die en einer Axe gehörigen Meridiane durchkreasen sich da, wo die Normale 
der Axe parallel oder die Polhöhe ein rechter Winkel isL 

Die obigen Werthe von AB AB' geben: 

so wie anch: 

Sucht man nun den Winkel il> unter welchem auf einer beliebigen 
Fläche die Heridiancurven von den Curven gleicher Polhöhe geschnitten werden, 
so erhftlt man 

und es ist: 

AA\BW\CC = {^r\t\C)C\ 
also 

cosil = für r^t\C^ und für C = 0. 

Es giebt also zwei Arten von Flüchen, auf welchen die Meridiancurven 
die Curven gleicher Polhöhe überall senkrecht schneiden. Betrachten wir 
sie einzeln. 

Nach Einsetzung des Werths von C verwandelt sich die Gleichung 

r-f < + C = in 

Diese Gleichung ist Ifingst bekannt; sie ist die der kleinsten Flüche 
innerhalb eines gegebenen Umfanges, und wir sind daher su folgender Eigen- 
schaft dieser Flüche gelangt: 

Wird eine solche Flüche auf eine beliebige Axe als auf ihre Drehungs- 
axe bezogen, so schneiden die Meridiancurven die Curven gleicher Polhöhe 
Oberall rechtwinklig. 

Die Axe, auf welche die Flüche bezogen wird, kann jede beliebige 
sein, da die Form der obigen Differentialgleichung der Flüche von der Richtung 
der rechtwinkligen Coordinaten unabhängig ist. 

Werden in einer Ebene mehrere Axen angenommen, so giebt es eine 
Meridiancurve M, welche allen diesen Axen zugleich angehört; nümlldi die- 
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jenige, in deren Ponpten die Normalen jener Ebene parallel sind. Zieht man 
nnn dnrch einen Pnnct von M die diesen Axen entapreclienden Cnrven gleiclier 
Polhöbe, so folgt, dafe diese einander in jenem Pnncte sämmtlich berflhren, 
da sie alle die Cnrve üf senkrecht schneiden. 

Die zweite Art Ton Flachen, anf welchen fiberall cosil = ist, wird 
ansgedrflckt dorch die Gleichung 

C = oder pq{r — /) = {p^ — q") s. 

Das Integral dieser Gleichung folgt, dnrch Wegschaffüng von b, ans: 

fz = xeo%B'\-ys\xiB'\-%p$, 

= yoo8€ — opsinc-f V'*/ 
wo f nnd \p willkflrliche Fonetionen sind. Die geometrische Deutung dieser 
Formeln ist folgende. 

Legt man an einen Cylinder, dessen Seiten der Axe z parallel sind, 
eine Berflhrungs-Ebene, zeichnet auf derselben eine beliebige krumme Linie C, 
nnd wickelt hierauf die Ebene vom Cylinder ab: so beschreibt die Curve C 
die verlangte Flfiche. Auf dieser sind die Querschnitte von gleichem z die 
Curven gleicher Polhöhe, und die darauf senkrechten Curven von oonstantem b, 
welche nichts anderes sind als die Curve C In ihren verschiedenen Lagen, 
stellen die Meridiane dar; beiderlei Curven sind also eben; auch sind sie die 
KrOmmungslinien der FIfiche, deren VerwandtschafI mit den UmdrehungsflSchen 
nicht zu verkennen ist, in welche sie fflr y/c -{- y/'« = const. Obergeht. 

Wenn die willkfirlicbe Linie C eine gerade ist, so wird die FlSche 
abwickelbar, und die Polhöhe in allen ihren Puncten ist dieselbe. 

Auf einer beliebigen Flfiche lassen sich, neben den astronomischen, noch 
andere Arten von Heridiancurven unterscheiden, namentlich diejenigen Curven, 
welche die Curven gleicher Polhöhe flberall senkrecht schneiden; sie wer- 
den vielleicht am schicklichsten geodOHscAe Meridiane genannt; und die 
Curven, welche die auf der Drehungsaxe z senkrechten ebenen Querschnitte 
flberall unter rechten Winkeln schneiden, mögen hier Meridiane dritter Art 
heifsen, insofern die astronomischen und die geodätischen die erste und 
zweite Art bilden« Die Differentialgleichung der dritten Art ist allgemein 

qdx=pdy. Fflr -^ + |J^ + 11= 1 folgt hieraus Z^ = ^, also y*'= kx-\ 

Sucht man die Flachen, auf welchen die Meridiane dritter Art die 
Curven gleicher Polhöhe flberall senkrecht schneiden, so folgt, dafs letztere 
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mit den. QoerscbnitteD von gleichem z sosammenfallen« also der Gieichnng 
/f^-f 9^= fnnct. z unterworfen sein müssen. -Diese Gleichnng ist aber ein 
erstes Integral der obigen Differentialgleicbung 0=^0^ anf wdche man mit- 
hin dnrch diese Aufgabe wieder zurflclsgefOhrt wird. In der That fallen auf 
der oben betrachteten zweiten Art von FIScben, und auf ihr allein, die Cttrven 
gleicher Polhöhe mit den Curven von constantem z zusammen, und zngleich, 
nach dem Froheren, die astronomischen Meridiane mit den geodätischen. 
Dorpat, den SOsten Januar 1849. 




73 



6. 

Über den Umlauf des Springers auf dem Schachbrette 

(den sogenannten Rösselsprung). 

(Von Herrn Ferd. Minding, Prof. der Math, an der Universitdt zn Dorpat.) 

(Aos dem „Bulletin de la classe phys. math. de rAcad^mie des sciences de St. P^tersbourg.**) 



JLPiese allgemein bekannte Aufgabe ist zuerst in den Schriften der 
Berliner Akademie vom Jahre 1759 wissenschaftlich bearbeitet worden, wo 
Euler nachweiset, wie sich auf leichte Weise eine grofse Menge von Lösungen 
derselben, namentlich von wiederkehrenden Umläufen des Springers, finden läfst. 
Sein Verfahren besteht im Wesentlichen darin, dafs zuerst eine Reihe von 
Feldern besetzt wird, bis der Springer nicht weiter gehen kann, ohne auf ein 
schon betretenes Feld zurückzukommen; worauf man die schon besetzte Felder- 
reihe in solche Abtheilungen zu bringen sucht, welche sich in verfinderter 
Ordnung, sowohl an einander, als an die noch offen gebliebeaen Felder knüpfen 
lassen. Die Darstellung der Euler^schen Behandlungsweise liegt jedoch nicht 
in' meiner Absicht, und ist auch um so mehr entbehrlich, als jene in Legendre^s 
• Theorie des nombres, Bd. 2. S. 151 u. f. der zweiten Ausgabe, und in dem 
Artikel: ^iS/^rJn^tfr auf dem SchacAbrette'' des Wörterbuchs von Klügel und 
Mollweide, mitgelheilt wird. 

In den Abhandlungen der Pariser Akademie vom Jahre 1771 macht 
Vandermonde ^Remarques sur les problemee de Situation) mit Recht auif 
die Wichtigkeit der Untersuchungen aus der Geometrie der Lage im Allge- 
meinen aufmerksam. Er vergleicht den Umlauf des Springers mit dem Zuge 
eines Fadens, welcher in der Mitte jedes Feldes um eine daselbst aufgesteckte 
Nadel geschlungen, alle Felder nach dem hier vorgeschriebenen Gesetze ver- 
bindet; aber er beschränkt sich auf die Untersuchung besonderer symmetri- 
scher Anordnungen. Noch wird in oben genanntem Wörterbuche eine mir 
nicht bekannte Schrift von Colini angeführt (^Solution du prohleme du cavalier 
au Jeu des echecs, Mannheim, 1773), welche ebenfalls verschiedene Beispiele 
des Rössebprunges enthalt. 

Legendre berührt (S. 165 a. a. 0.) die Frage nach der Anzahl aller 
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möglichen Lösungen ; nnd sie ist in der That hier die Hauptfrage, welche der 
Analysis zu beantworten obliegt. Da aber dieser ausgezeichnete Geomeler 
sie als sehr schwierig bezeichnet und nur zu einem vorläufigen, von ihm selbst 
offenbar nicht für genflgend erachteten Auskunnsmitte! seine Zuflucht nimmt, 
so ergab sich die Nothwendigiceit, genauer nach den Ursachen dieser Schwie- 
rigkeit zu forschen , und ich erlaube mir, was ich darflber gefunden, hier vor- 
zulegen. Zu einer wirklichen Zahlenbestimmung, oder vielmehr zur Kennt- 
nifs der Mittel, durch welche eine solche in allen PfiUen erreichbar wäre, 
wenn es darauf ankfime, bin ich zwar nicht gelangt; wenigstens aber wird 
das Folgende zeigen, dafs nur der allerdings fast unfibersehbare Umfang einer 
auf sehr viele und siehr grofse Zahlen fahrenden Rechnung der Ausfahrung 
derselben entgegensteht. Es wOrde ein schöner Fortschritt der Analysis sein, 
wenn man danin gelangte, dieses Hindernifs durch treffende Näherungen zu 
aberwinden; wie es in andern Fallen, die mir jedoch weniger verwickelt 
scheinen als der vorliegende, gelungen ist. 

Ich bezeichne die Felder des Schachbretts durch Zahlen, welche man 
als die Coordinaten ihrer Mittelpuncte ansehen kann, und setze den Anfang 
der Coordinaten in ein Eckfeld. Far dieses ist also ar = 0, y = 0\ (ür das 
ihm schräg gegenaberstehende Eckfeld x == 7, y = 7. Das Feld, fOr welches 
x=a,y=:b, werde durch (n^ 6) bezeichnet; wobei die Ordnung der Buchstaben 
zu beachten ist. Von (a, b) kann der Springer mit einem Schritte auf alle 
diejenigen Felder gelangen, welche durch (a±2, b±i) und durch (^±1, ^±2) 
angedeutet werden, wofern ihre Coordinaten die Grenzen und 7 nicht aber- 
schreiten. Ferner belege ich jedes Feld mit einem Zeiger, d.h. mit einer 
der Zahlen von 1 bis 64, in ganz beliebiger Ordnung, so dafs jedem Zeiger 
nur ein Feld entspricht. 

Es sei a der Zeiger irgend eines Feldes und ß, y, d, . . . seien die 
Zeiger aller derjenigen Felder, welche der Springer von a aus in einem 
Sprunge erreichen kann, und welche ich deshalb die dem a benachbarte 
Felder nennen will, worunter also die anliegenden mchl zu verstehen sind. 
Wird nun der Springer auf ein beliebiges Feld A gesetzt, so entsteht die Fra^e, 
auf wie viele verschiedene Arten er in n Sprangen das Feld a erreichen 

a 

kann, wenn die wiederholte Besetzung jedes Feldes gestattet ist; es sei w^ 
die Anzahl dieser Arten. (^Wenn man die Felder in gerade und ungerade 
(schwarze und weifse) eintheilt, so mufs a mit A gleichartig oder ungleich- 
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artig sein, je nachdem die Anzahl n der Sprfinge gerade oder ungerade ist; 

a 

wenn diese Bedingung nicht erfallt ist, so ist w^^=0^ 

Da der Springer nur unmittelbar von ß, y, 9, . .. aus auf a gelangen 

a 

kann, so erhfilt man zur Bestimmung von w^ sofort die Gleichung 

a ß y i 

(J.) W^ = If„.i-f «^„.j-f MT„^i-|- ••., 

welche den nten Sprung auf den n — Iter zurflckfabrt. Soloher Gleichungen 
erhSlt man fAf jedes Feld eine, indem man dem Zeiger a nach und nach alle 

a 

Werthe 1, 2, 3, . . . bis 64 beilegt, und da man die Werthe von w^ fflr den 
ersten Sprung oder n==l sämmtlich kennt, indem sie fflr alle dem A be- 
nachbarten Felder =1, fflr die übrigen ==0 sind, so kann man, mit Hälfe 

des Systems der 64 Gleichungen, Ä, w^ fflr jedes Feld und jede Anzahl von 
SprOngen berechnen; wodurch die Aufgabe gelöset wird. 

Dieselbe Aufgabe läfst sich auch mir der Bedingung verbinden, dafs 

irgend ein Feld in allen Sprangen unbesetzt bleiben soll. Ist ß ein solches 

ß 
ausgeschlossenes Feld, so ist w^ (fär alle n)=:0, und zugleich fAllt aus A 

diejenige Gleichung weg, welche den Übergang von den benachbarten auf 

das Feld ß ausdrückt ; man hat also in A eine Gleichung und eine Unbekannte 

weniger als vorher. Überhaupt fallen aus dem Systeme A so viele Gleichungen 

und so viele Unbekannte hinweg, als Felder ausgeschlossen werden, und die 

Anzahl der Gleichungen A und der daraus zu bestimmenden GrOfsen ist in 

jedem Falle der Anzahl der noch übrigen (offenen) Felder gleich, und heifse t. 

Man belege die offenen Felder mit den Zeigern 1, 3^ 3 bis t. Es sei a einer 

a 

derselben und (n^ h) das ihm zugehörige Feld; man bilde das Froduet w^x^y^ 
für dieses, und eben so für alle übrigen offenen Felder, und bezeichne die 

a 

Summe aller dieser Producte durch I7„. Es ist dann das Polynom lJ^='Sw^Qc^y^, 
in welchem das Snmmenzeichen sich auf alle Zeiger von a = 1 bis az=Li 
erstreckt, ein alle beim nten Sprunge möglichen Falle zugleich umfassender 
Ausdruck. Um nun auf den n-f-lten Sprung überzugeben, mufs man I7„ mit 
einem dem Gange des Springers nachgebildeten Factor V multlpliciren, näm- 
lich mit ^ y 

P = (-+i)(/+^)+(''+Jr)(r+^) 

aod aus dem Prodocte alle diejenigen Glieder weglassen, in welchen negative, 

10» 
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oder anch die siebente flberschreilende Potenzen von x oder von y vor- 
kommen; so wie alle Glieder, welche sich anF die aasgescblossenen Felder 
beziehen. Dieses Weglassen beseichne icb dnrcb Einschliersong des Prodacto 
V^.Ü in eckige Klammern nnd nenne [V^-ü] ein abgekOrztes Prodnol. 
Man erhftb also 

wdche CHeichnng nur eine Fflr den Ansdnick beqneme ZnsammenfassQng der 
Gleichongen (^0 >bI- Kid Beispiel mag dienen, am einige Mittel zur Abkflnnng 
anzudeaten, welche sich bei dieser Rechoang darbieten. 

Auf wie viele verschiedene Arten ist es möglich , auf y 
einem Rechtecke von dreimal vier Feldern in 11 Sprüngen 
ans einem Eckfelde (0, 0) anf das ihm schrflg gegenOber- 
stehende Edifeld (3, 3) zu gelangen, wenn das Ansgangsfeld 
(0, 0) gar nicht mehr, nnd das Endfeld (2, 3) nur erst mit 
dem Uten Spränge besetzt werden darf? u i v 

Hier ist also (0, 0) Qberhaopt and (3, 3) bei den 10 ersten Sprflngen 
ansgeschlossen. Die abgekOrzten Producte sind bis C/j, folgende: 
r. = [F] = x^y-\-xf, 
U, = [U,.U] = x'-\-f-\-xy', 
F, = x + 2y+2x^y^xy', 
F, = 3j:"-j-3y^-{-3x'/+4xy^, 
F, == 6jf-f 10y-f-7ir*>-+3ap/+3y, 
Fe = iaE'+3iy-f lay-f ibz'y^+na^. 
Anstalt auf diesem Wege weiter zd rechnen, fange man von (2, 3) 
an und entwickele eine der vorigen entgegenkommende Reihe von 5 Spran- 
gen ; wob« ich die abgekflraten Prodncte mit T, . F, n. s. f. bezeichne. Man 
hat also 

r, = l^y^V] = xy+y'. 
Die hier obwaltende Symmetrie macht aber die Bereohnnng der V Oberflüssig, 
denn man erhalt V, dadurch, dafs in F,, x' mit ae'~'^ y^ mit y^~* vettaoscht 
wird. Es folgt daher sofort: 

F, = 3x'-\-Sxy-\-7f-\-iOx'f-\-exy^. 
Da man also in 6 Sprangen auf 13 Arten von (0, 0) auf (2, 0), and 
in 5 Sprüngen auf 3 Arten von (3, 3) auf (3, 0) oder von (3, 0) auf 
(2, 3) gelangt, so giebt es fiberfaaapt, mit ROckslcht auf die Bedingungen der 
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Aufgabe, 13.3 solche Übergänge in 11 Sprüngen von (0,0) anf (2, 3), bei 
welchen mit dem 6ten Spränge das Feld (2,0) besetzt wird. Wendet man 
dieselbe Betrachtung auf alle bei dem 6ten Sprunge erreichbaren oder in 17« 
vorkommenden Felder an, so erhSlt man Oberhaupt die Anzahl C der mit 
11 Sprüngen unter den Bedingungen der Aufgabe möglichen unterschiedenen 
Übergänge von (0, 0) auf (2, 3), nSmlich 

C = 13. 3-1-3. 3 + 13. 74-19,10+17. 6 = 431. 

a 

Die nähere Untersuchung der Zahlen w^ führt auf gewisse rücklaufende 
Reihen, deren Glieder sie sind. Es ist nümlich nach A: 

a fi Y S 

«^«+1 = W^ +M^n +M>n + ' ' *, 

a ß y 9 



a ß Y ^ 



Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit unbestimmten Co£fficienten 
1, €|, «2 9 • • • «,' multiplicirt und die Froducle addirt, und setzt man 

a a a a a 

SO ergiebt sich die Formel: 

(Ä) W.^, = |f,+ rf^,+ FT.-f . . s 

welche ein System von t Gleichungen vertritt, da sie für = 1, a=s2, ... 
Ost gilt, wobei auf der rechten Seite für jedes a die Zeiger der ihm 
benachbarten offenen Felder zu setzen sind. Bestimmt man nun die t Co6t^ 
ficienten e durch eben so viele Gleichungen 

Wi^i = für « = 1, 2, 3, . . . i, 

m a 

SO folgt ans (B.), fF,^2'^0, und überhaupt FF„ = 0, für jedes n, welches 

gröfser ist als i, und für jedes a von 1 bis t. Die Werthe von w^ bilden 
also für die verschiedenen n eine rücklaufende Reihe, deren Scale für alle a 
dieselbe ist. Man kann sie daher auch als die CoSfBcienten der Entwicklung 
von j rationalen algebraischen Brüchen betrachten, welche alle denselben Nenner 
haben. Es sei t eine unbestimmte Gröfse, so Ist y// = r -]- cj f "* -f ^ ''"^ 4" • * * "f *« 
dieser Nenner; und man hat 

a a m 

y' _ »1 _L «»t I _ y »« 

^— = — i -4- -^ -4- • • • =: «^ — .• 
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Bedient man sich des oben angewandten Zeichens W in einem etwas 
erweiterten Sinne, indem man 

a a a a a 

und überhaupt 

« a « n 

^i-k = «»*-* + «l«»l-t-l+ h««-»-!«"! 

a a 

für A = 0, 1,2, ... j — 1, also }Vi = Wi setzt, so ergiebt sich der ZAhler q>t 
wie folgt) nSmlich: 

Dorch Zerlegung in einfache BrQche erhfilt man eine unabhängige Darstellung 

von w^. Sind die Wurzeln der Gleichung y;/ = alle von einander ver- 
schieden mkd heifsen sie /i, /j, ••• A') so findet sich 

folglich 

a 

Die Bestimmung' der e beruhte auf den Gleichungen ^r,^|=0, oder 

auf den Gleichungen: 

111 1 

w^i+i 4" *i«^i"f ^jW't-i "f • • • 4" *i •'^i = ®^ 

2 2 2 2 



«^i+i+«i«^i+«2«<^i-iH [-«»••^i = 0. 

Sie wird also dann, und nur dann, nicht ausfahrbar sein, wenn die Deter-* 

1 2 S I 

minante Ji=^2±WiW2W^...Wiy welche den Nenner aller $ bildet, gleich NuU 

ist. In diesem Falle können aber immer folgende t Gleichungen bestdien, namlicb : 

111 1 

2 2 2 t 



(C) 



t-1 i-1 i-1 i~t 

'^.-l««'.-f«lM'{-»-|-«j"'i-J+ f-«<-I«»J = 0, 

II I 

and es mafs also wenigstens eine die Folge aller fllirigeo sein; sei es die 
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leiste, welche deshalb eingeklammert isL Die nDbekannleo e erhallen dann 

113 i-I 

alle den Nenner ^^i-i =-^±t0iUf3w, . .. W|_i, welcher im Vorstehenden ab- 
gesondert ist, so dafs «i, e^, ... «,-_, nnr noch die zugehörigen Zflhler biedeaten. 
Wenn nun Ji^i nidit Null ist, so gelten hiernach die Gleichangeo ^. = 
schon von n = i an, und die gemeinschaftliche Scala der rfleklaufenden Reiben 
wird um ein Glied TerkQrzl. Ist aber auch J,^, =: 0, so ist von den Gleichungen 
Caufser der letzten noch eine, es sei die vortetKle, Folge der übrigen, and 
die Scala nimmt wieder um ein Glied ab. Durch Fortsetzung dieser Schlafe- 
weise scheidet man nacb and nach alle diejenigen unter den Gleichungen C 
aus, welche aus den übrigen folgen. WAre nun sowohl ^,- = 0, als auch 
J,_i = 0, Ji^i =0 u. s. f. bis Ji = 0, so mflfsten alle Gleicbnogen C identisch, 

d.h. alle iOi = sein; d.h. der Springer bfilte fOr den ersten Sprung gar 
keinen Ausgang; diesen Fall kann man ausschliefsen. 

Hieraus »giebt sich, dafs es, wenn es unmfl^ich ist, den, Gleichnngen 
^^^,^1=0 zu genQgen, weit Ji=0 ist, alsdsQD immer möglich sein mafs, «nem 

Ähnlichen Systeme von Gleichungen Wj^i=0 fflr a = i, 2, 3, ...i genug- 
sathnn, in welchem J kleiner ist als i; woraus wieder wie vorhin folgt, dafs 

alle w„ fflr verschiedene n rQcklaufende Reihen bilden, nfimlicb eine fflr jedes a, 
und dafs alle diese Reihen dieselbe Scala von höchstens i Gliedern haben. 

In der Anwendung nnlerscheidet man leicht die Felder, welchen wegen 
der Symmetrie ihrer Lage fortwährend fQr dieselben n gleiche w zukommen; 
und wenn man diese mit einerlei Zeiger beleg), so vermeidet man die an- 
n&tbige HAufnng der unbekannten Gröfsen und die daraos entspringende Noth- 
wendigkeit, identische Gleichungen auszuscheiden. Wenn aber durch Aaa- 
lassung einiger Felder die Symmetrie gestört wird, so hören anch diese Ver- 
einfachnngeo auf, von welchen ich hier noch ein Beispiel gebe. 

Auf einem Quadrate von 35 Feidorn gehe der Springer vom Hittelfelde aus, 
ohne dieses Feld wieder betreten zu dörfen: auf wie viele 
Arten kann er in nSprflngen auf jedes der flbrigen Felder ge- 
langen, deren wiederholte BesetzungunbescbrAnkt frei steht? 

Nach Ausschlufe des Hiltelfeldes (0) zerfallen die 
flbrigen 24 Felder in 4 durch die eingeschriebenen Ziffern 
1, 2, 3, 4 unterschiedene Gruppen. Den Feldern, die der- 
selben Gruppe angehören, kommen fQr alle n gleiche«; zu, 
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12 3 4 

und so ergeben sich also 4 Unbekannte, nfimlicb w^^ ti>», w„^ w^. Die Be- 
tracbinng der Figur liefert sofort die Gleichungen: 

1 2 4 

2 13 

3 2 

4 1 

M^i.+l = 2ir„. 

Bestimmt man nun «i, €2, £3, «4 aus 

a a a a a 

tTft-f *lW^4-{"*2^3"f*3*^2+«4W^l = 

fOr a=l, 2, 3, 4, indem man die nöthigen w mit Hälfe der Anfangswertbe 

12 3 4 

Wi=^0^ Wi = 0^ Wi=^i^ Wi=^0 aus den vorstehenden Gleichungen her- 
leitet, so erhält man: £| = 0, €2=— 16, «3 = 0, *4=16, mithin 
tpt ^=^ t* — 161^ -{• i6. Hieraus findet sich <pt fflr alle 4 Fälle; wie folgende 
Tafel zeigt: 

il/t t" ' ipt r ' ^< f" ^ %pt r * 

Es sei V'/ = (^— ^)(^— A), nämlich ^ = 8 + 4 v^3, A=:8 — 4>^3, so wird: 
* y"— *" ^ ^ 

ir^+, = 0, «'«-+» y^ 

» _ (•3-l)jf + (/34-<)A" » _„ 

tri»+i = 0, ^-+^ — /a 

Mit diesen HQlfsmitteln, und abgesehen von der wahrhaft unermefslichen 
Lfinge der Rechnung, kann man die Beantwortung der Hauptfrage unternehmen. 
Sie lautet: 

Auf wie viele verschiedene Arten kann der Springer in 63 Sprüngen 
von einem gegebenen Felde {a, h) oder A des Schachbretts auf ein ebenfalls 
gegebenes (dem A nothwendig ungleichartiges) Feld (o', V) oder B gelangen, 
ohne eines der flbrigen Felder unbesetzt zu lassen? 

Ich nenne A und B die Endfelder, die übrigen die Zwischenfelder, 
und bezeichne diese in beliebiger Ordnung mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, ...62. 



n 
"9 
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Noch sei bemerkt, ilafs im FolgeudeQ keine andere Art von Übergangen von 
A auf B^ jedesmal in 63 Sprangen, vorkommt, als solche, bei welchen das 
Feld A, von dem der Springer ausgeht, gar nicht mehr, und das Feld B 
nicht eher als mit dem 63ten Sprunge besetzt wird. Diese Bedingung mufs 
ergänzend hinzugefügt werden^ so oft eines Überganges von A und B er- 
wähnt wird, da ihre ausdrückliche Wiederholung lästig sein würde. 

Auflösung. Man berechne die Anzahl aller in 63 Sprüngen möglichen 
unterschiedeaen Übergänge von A und B; sie heifse C. 

Man berechne die Anzahl aller derjenigen in 63 Sprüngen möglichen 
unterschiedenen Übergänge von A auf B , bei welchen das Zwischenfeld 1 
niemals betreten wird; sie heifse C|. 

Eben so berechne man die Anzahl aller in 63 Sprüngen möglichen 
unterschiedenen Übergänge von A auf B, bei welchen das Zwiscbenfeld 2 
ausgeschlossen wird; sie heifse C^. 

Auf diese Weise schliefse man nach und nach alle Zwischenfelder, 
jedes einzeln, aus; so ergeben sich die Zahlen Ci. C^, C^^ ... C^. 

Man schliefse irgend zwei Zwischenfelder a und ß zugleich aus; die 
Anzahl der alsdann in 63 Sprüngen noch möglichen, von einander verschiedenen 
Übergänge von ^ auf 1? heifse C^ß. Diese Rechnung für jede Verbindung 
der Zwischenfelder zu zweien vollzogen, giebt 61.31 = 1891 Zahlen C1.2, 

Man schliefse je drei Zwischenfelder zugleich aus, so ergeben sich 
61 . 31 . 20 = 37820 Zahlen Ci.2.3 u. s. f. bis Ceo.oi.6a. 

So fortfahread schliefse man nach und nach alle Verbindungen der 
Zwischenfelder zu 4, zu 5, u. s. f. aus, wodurch sich noch viel ausgedehntere 
Zahlenreihen ergeben; bis man zuletzt durch Ausschlufs aller Zwischenfelder 
zur Zahl C^xz..,9i g^l^ogU welche, wie schon viele vorhergehende, gleich Null 
ist. Alsdann ergiebt sich für die gesuchte Anzahl N aller in 63 Sprüngen, 
ohne Auslassung und mithin auch ohne wiederholte Besetzung eines Feldes, 
auf dem Schachbreite möglichen unterschiedenen Übergänge von A auf B fol- 
gender Werlh: 
JV= C — (C, '[■ Ci -f C3 — [- 652) 4" (^1.2 + ^ly -f C51.62) — (C'1.2.3 "1 h ^<w.6i.e2) 

-f (C^i.2.3.4 -j T ^49.tiO 61,02; 4" r I.2.3.4...e2 • 

Beweis. Man wähle einige Zwischenfelder beliebig aus und untersuche, 
wie oft die Anzahl [z) der Übergänge, bei welchen alle diese und nur diese 
Zwischenfetder leer bleiben, in vorsiebender Formel gesetzt ist. Sie ist in C, 

CreUe^ft Journal f. d. M. Bd.XLlV. Heft 1. 11 
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der Anzahl aller möglichen Übergänge, einmal gesetzt ; in (C|-f Cz-f ••• -f ^a) 
vmal, wenn v die Anzahl der ausgewählten Felder ist. Sind nämlich 1, 2, 3, ... y 
die Zeiger dieser Felder^ so ist die Zahl z in jeder der Zahlen C|, C^^ ... C, 
einmal, in den äbrigen C^4.i.-.Cq2 gar nicht gesetzt. In jeder der Zahlen 
Ci.2 9 C^i.3^ ...C,-.t.»^ in welchen alle Verbindungen von zweien der Zeiger 
1, 2, 3, ...V vorkommen, ist z einmal gesetzt, also in (Ci2 4~C7i.3-f -• 

h^eLföX i^(^ — l)mal, da es in den flbrigen Zahlen dieser Reihe gar nicht 

gesetzt ist. Auf diese Weise fortschliefsend findet man, z in der Formel 
für iV gesetzt: 

\—v-\'\v{y — \) = (1 — l)*^ =Omal; 

folglich wird in dieser Formel nur die Anzahl der kein Feld ausschliefsen- 
den Übergänge von A auf B einmal gesetzt; w. z. b. w. 
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7. 

Über die Wirkung des dnreh eine Drathspirale 

gehenden elektrischen Stroms auf eine in der 

Spirale befindliehe weiche Eisenmasse. 

(Von Herrn Dr. Hädenkamp zu Hamm.) 



JLm 77teii Bande der Annalen fflr Physik und Chemie von Poggendorf 
habe ich die Formeln entwickelt, welche im Allgemeinen die Anziehungen 
ausdrücken, die ein, durch eine Drathspirale gehender elektrischer lineSrer 
Strom auf ein magnetisches Theilchen in jeder beliebigen Lage gegen einen 
aolchen Strom ausübt. Bezeichnet man nemlich die Coordinaten eines lineSren 
Strom -Elements ds durch x, y ^ %; die des magnetischen Theilchens durch 
^> ß 9 79 die Entfernung beider durch r^ und den Halbmesser der cylindrisch 
angenommenen Spirale durch h: so habe ich am angeführten Orte gezeigt, 
dafs man fflr die Wirkungen, welche Strom und Magnetismus nach den drei 
Coordinaten -Axen auf einander ausüben, folgende Ausdrücke erhält: 

bJ r* ^ 

^ ~ bJ 7^ ' 

bJ r' 

fi bezeichnet in diesen Formeln die Intensität des Magnetismus im angenommenen 
magnetischen Massentheilchen, und t die des elektrischen Stroms; die Axe der z 
ist die Axe der Spirale. Diese Formeln sind aus den beiden, als allgemein 
gültig zu betrachtenden Sätzen abgeleitet, dafs, einmal, die bewegenden Kräfte, 
welche Strom und Magnetismus auf einander ausüben, sich direct verhalten, 
wie die Producte der Intensitäten dieser Kräfte, und umgekehrt wie die 
Quadrate ihrer Entfernungen von einander, multiplicirt mit dem Sinus des 
Winkels, den die Entfernung r mit der Richtung des Strom*Elements Bs macht; 
und dafs ferner die Richtung dieser bewegenden Kräfte senkrecht auf der 
durch d» und r gelegten Ebene ist. 

Ich will jetzt hier von diesen Formeln keine Anwendung auf die Wir- 

11* 
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kungen desjenigen Magnetismus machen, der durch die Einwirkung eines durch 
die Drathspirale gehenden elektrischen Stromes in weichem Eisen hervorge- 
rufen wird. Ich nehme hierbei an, dafs in jedem Massentheilchen dm des 
weichen Eisens, die Intensität der magnetischen Krafl, welche der Strom darin 
hervorruft) der Strom-Intensität selbst proportional sei. Unter dieser Voraus- 
setzung gelien die obigen Formeln in folgende Q'ber: 

{z — y)dsdm 



w^ 



r 






US- 



r» 



d« dm. 



Diese Integrale sind auf die ganze Spirale^ durch welche der Strom 
geht, und auf die ganze Eisenmasse, die der Einwirkung des Stroms ausgesetzt 
ist, auszudehnen. 

Es sollen von diesen allgemeinen Formein auf einige speclelle Fälle 
Anwendungen folgen. Es sei zuerst die weiche Eisenmasse ein Cylinder, 
dessen Axe mit der Axe der cylindrischen Spiraje zusammenfällt und dessen 
Durchmesser gegen die Länge unbedeutend ist. FOr diesen Fall verschwinden 
die Anziehungen nach den Axen der x und y^ und da auch a =0 und /3 = 
ist, so erhält man fOr die Wirkungen nach der Axe der % folgenden Ausdruck: 

z = ?bjf.^^. 

Setzt man den Halbmesser der Grundfläche der Spirale = b, dessen Länge / 
und die Länge des Eisencylinders C, so wird^ wenn die Drath Windungen 
mit der Axe der Spirale den Winkel v machen: 

dss\iiy=^ dzy r^ == Ä^ -(- (c — y/, 
also 



i'6 r r dz dm 



Der Anfangspunct der Coordinaten ist in der Mitte des Eisencylinders. Fär 
die Wirkung der ganzen Spirale auf das Element dm des Eisencylinders hat 
man den Ausdruck 

-y »** r (y + ndm ydm 



( (Y + näm yöm \ 



s\nv 

Um die ganze Wirkung der Spirale auf den ganzen Eisencylinder zo. finden. 
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setze man den Halbmesser des Cylinders =(>. Dann ist dm=:^'^ndyy folglich 

Legi man durch die Axe der Spirale einen Schnitt^ und zieht von den End- 
puncten des Eisencyliiiders nach dem Umfange der Drathspirale in diesem 
Schnitte Linien^ so bilden dieselben mit / und /' ein Trapez, dessen parallele 
Seiten / und t' sind. Nennt man die Diagonalen dieses Trapezes d und d\ 
die nicht parallelen Seiten ^ und cT', so kann man die Wirkungen der Spirale 
auf den weichen Eisencylinder wie folgt ausdrücken: 

Bedeutet s die ganze Länge der Spirale, so wird s hier =/' und daher 

Es wird jetzt weiter angenommen, dafs die weiche Eisenmasse, auf 
weiche die Spirale wirkt, ein längliches Ellipsold bilde, dessen längste Axe 
nout der Axe der Spirale zusammenfallt. Die Cosinusse der Winkel, welche 
die Linie r mit den drei Axen des Ellipsolds bildet, seien p, q, t; dann 
gehen die Gleichungen (1.) in folgende Aber: 

Nun sind / ■^^-, ß T ^ f — r^ die Anziehungen des Ellipsoids auf 

den Punct {x, y, z)^ zerlegt nach den drei Axen des Ellipsolds, wenn das 
Newtonsclte Anziehungsgesetz gilt. Nennt man diese Anziehungen xA, yB, zC, 
so werden die vorhergehenden Gleichungen zu folgenden: 



X = ^jxzCds, 

Y = L.JyzCdM, 
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Man nehme an, das Ellipsold sei ein Rotations-EUipsoId : eine Form, die 
man dem Eisen zu Versuchen am leichtesten geben kann; die kleinen Axen seien 
einander gleich. Dann ist A = B, und da immer or' -|- y^ = A^ ist, so erhflit man 

X = -T- /j?«Cö«, 

(2.) { F = !lfyzCdH, 

Z = ^hfAbs. 

Die Gröfsen A, C, bs sind nur von den Coordinaten x, y, z abbSngig. 
X und Y verschwinden fflr die Wirkung der ganzen Spirale auf das Ellipsold, 
und es bleibt mithin nur die Wirkung nach der Axe der Spirale zu betrachten 
und zu suchen. 

Bekanntlich ist der Werth von A: 

3m / A .. r\—X 

wenn a die halbe kleine und c die halbe grofse Axe des Ellipsolds bezeichnet. 
Wenn ferner die halbe kleine und die halbe grofse Axe des durch den Punct 
{Xy y, 'z) gelegten verticalen Ellipsolds durch n^ und Ci bezeichnet werden, so ist 

dz 

Da ds^='-: — ist, so mufs man, um den Werth von Z zu finden, auch z 

durch n ausdrücken; und dies geschieht durch die Gleichung des durch den 
Punct {x, y, z) gelegten confocalen Ellipsolds: 

*« . z^ Ä»2* , X^b' 



7?^.j(T:^-i>og(4:pi^ 



1 



a 



Hieraus ergiebt sich 



; + cj ~ -? ^ a*(l— *•) ' 






Nun ist 

und da /fftglog(^ , , - J = glog( ^.T- ^4" i^i« ^^*' ^^ findet sich 
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Setzt man x = Iz, so Isfst sich die Integration dieses Differentials leicht aus- 
fahren. Es ist nemlich dann: 

i _ b^^a*—x^ dX^ djr* 

1— i» ~ «• ' X^i—X^) ~ a*—x* ' 

daher: 

/Xdz—zdX a^—b* x^ , . /«+x\ 

Um die Grenzen des Integrals zu finden, sei die Entfernung des dem Mittel- 
puncte des Ellipsolds zunächst Hegenden Endes der Spirale ^i, und die Ent- 
fernung des andern Endes z^^^ werden dann die den z^^ und z^ entsprechenden 
Werthe von X und x durch X^ und A,, Xi und x^ bezeichnet, so erhält man 
fflr die ganze Wirkung der Spirale auf das Ellipsold den Ausdruck: 

Zur Bestimnonng von A( und i-i aus Zi und s, dienen die besondern Gleichungen 



z 



A 



1 — -fT— ^_^t 1 



aas welchen man für i.t und ti Tolgonde Werthe erhall: 

Ich bemerke noch, dafs die gegenseitigen Anziehungen der magnetischen 
Theilehen in dem Ellipsold in den gegebenen Formeln nicht berflcksichtigt sind. 
Hamm, den Uten August 1851. 



8. 
Aufgabe, nebst Auflösung. 

(Vom Herausgeber.) 



J\achdeni man die Zahlen 1, 3, 3, 4, ...p, v/o p eine Stammzakt 
(Primzahl) ;> 3 ist, in eine WBgerechle Reihe geschrieben hat^ sollen alle 
dieselben Zahlen in p — 1 andern wagerechten Reihen gerade daruater und 
in stets veränderter Ordnung so geschrieben werden, dafs. eben wie in keiner 
der wugerechlen Reihen, auch in keiner lothrechlen und in keiner d^r beiden 
diagonalen Reihen, desgleichen in keiner der Reihen, die mit den Diagonalen 
parallel laaren, eine und dieselbe Zahl wehr als einmal vorkommt. 

Man erreicht difs, wenn man jede zunächst gerade unter einer Znhl 
stehenden Zahl um eine der Zahlen /r = 3, 3, 4, . . . p — 2 gr&faer macht, 
als die darAber stehende Zahl und. falls die Summe gröfser als p isL, p davon 
abzieht und statt der Summe den Best schreibt. 

Dies giebt z. B. fQr p^^=-l: 
für & = 2 Tür & = 3 Nr A = 4 
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Der Beweis ist folgender. Die in dem Durchschnitts - Ort der nten 
wagerecbten und der mten senkrechten Reihe stehenden Zahl, welche durch 
z bezeichnet werden mag, wird durch 

(1.) m-^^-k{n—\) — iJLp = z 
ausgedrückt Eben so irgend eine andere, im Durchschnitts - Ort der ntea 
wagerechten und der i?iten senkrechten Reihe stehende Zahl Zi durch 

(2.) m,'\ k{ni — l)~uip ^ z,. 
Sollen nun die beiden Zahlen z und z^ nicht dieselben sein können, so mufs 
nicht Zi = z, das heilst nicht m-\-k(n—i) — ^ip = fni-{-k{ni—i) — iiip, 
mithin nicht 

(3.) m — r/ii-fÄ(n — Hl) = (u — iiii)p 
sein. 

Stehen z und 5:^^ in einer und derselben wafferechten Reihe, so ist 
ni = n, also giebt dann (3.) 

(4.) m — wi, = {fi — n,)p; 
und dies ist wirklich nicht der Fall, denn m oder m^ ist nicht gröfser als p 
und keines von beiden ist Null, also ist in — i/ii immer kleiner als p, mithin 
nicht durch p Iheithar; wie es nach (4.) sein mOfste. 

Stehen z und z^ in einer und derselben lothrechten Reibe, so ist 
in^ = Hl und (3.) 

(5.) k{n — n,) = (fi — iii,)p. 
Hier ist wieder n — rii, eben wie vorbin m — nii, immer kleiner als p, und 
A: soll es nach der Voraussetzung ebenfalls sein, also ist k(n — iti) wieder 
nicht durch p Iheilbar; >vie es nach (5.) sein mOfste 

Steht 2| in einer Reihe, die durch z mit einer der Diagonalen parallel 
läuft, so ist +(iii — ?/i|) = n— Wi und (3.) giebt 

C6-) (Ä±l)(n-n,) = iM-f^OP' 

Hier ist abermals n — n^, wie vorhin, immer kleiner als p^ und Ä+t 
ist es ebenfalls, wenn A >> 2 und <C.p — l und /? >> 3 ist. Also können unter 
dieser Bedingung, wie sie auch vorausgesetzt wurde, auch keine zwei Zahlen, 
die in einer der Diagonalen, oder in einer mit der einen oder der ndern 
Diagonale parallel laufenden Reihe stehen, einander gleich sein. 

Die Aufgabe ist nicht die von den sogenannten manischen Quadraten, 
aber sie steht damit, wie bekannt, in Verbindung. 

Berlin, im Januar 1852. 
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9. 
Die Brennlinie für den elliptischen Quadranten, 

wenn die einfallenden Strahlen vom Mittelpunct der Ellipse 

ausgehen und jeder zurückgeworfene Strahl denselben 

Winkel mit der zugehörigen Normale bildet, 

wie der entsprechende einfallende. 

(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmus zu Berlin.) 



Uezeicbnet a die halbe gröfsere, b die halbe kleinere Achse, q den 
Radiusvector unter dem Winkel (p mit a; a den Winkel der entsprechenden 
Tangente mit a, so ist die Gleichung zwischen rechtwinkligen, mit a und b 
parallel laufenden Coordinaten x, y, für den zurückgeworfenen Strahl : 

(1.) ycos(2a-f r;))-f-X8in(2a-{-9) — psin(2«-f 2y) = 0, 
und die fflr den nächstfolgenden Strahl: 

(2.) ydco3{2a'\-q>\i-x8sm{2a-\-(p)^-d[(f3in{2a+2(p)]^ = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn 

,Q ^ 2p cos (2a + 2y) [1 + 9«»] + sin (2a + 2y) Bg^ „ 

^^J i+2da^ = ^ 

gesetzt wird, fflr die gemeinschaftlichen Coordinaten, d. h. für die Brennlinie: 

(4.) j? = (> sin (2a + (p) sin (2a -{- 2(p) + Pcos (2a -f cp) 
und 

(5.) y = ecos(2»r-f 9?)sin(2a-f 2y) — Psin(2a-f f/)). 
Vermöge der bekannten Eigenschaften der Ellipse ist aber 

a* sin* ip-\-b* cos* (p 

(7.) ir^tangatang^) = b\ 

Sodann 

rQ ^ ^^ («* — Ä*) e* sin 9 cos 9 
ip.) cp, = -iji 



(6.) öa. = x""=nE 

aus 



aus 



^ '-^ ^ a*sui*9-f-6'cos*^ 
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Ferner ist 



(10.) sin (2a + 2a)) == ; -> . . , — r~ — r- ; 

2a* b* 
(11.) C09(2a4-2g?) = 1 . -- r . . « — nn — r-i-; 

(12.) sin(2a + a)) = — 17-4- ,- — tjt- — r^t sino): 

(13.) coB(2a-fcp) = 4 1 1 iJ — cosw, 

und werden diese Ausdrucke zuerst in (3.) und dann, nebst dem fflr P ge- 
fundenen Ausdruck, in (4. und 5.) substituirt, so ergeben sich, 'C'^^^^ S^" 
setzt, so dafs 

(14.) (f^ = 



^ l^(,,*„l)sin«,p 

Ist, für X und y, als Functionen von <p, folgende Formeln: 

r4a^ m'(w* — l)sinV ^ 

aus welchen auch noch 

(17.) y 4- 11*07 tang^ 9 = 
hervorgeht 

Es folgt hieraus unter andern: 
I. Dafs, so lange sin'y^C 4_. ist, x positiv und y negativ wird. 

II. Dafs für sin'a) = -^ — 3- beide Coordinaten unendlich werden, also 

zunächst liegende zurückgeworfene Strahlen an der diesen Werth 

von q) entsprechenden Stelle parallel laufen. 

2/1* 1 

III. Dafs für sin^y >» — ^ sich immer fflr x negative, fflr y positive 

Werthe ergeben müssen. 

IV. Dafs, wenn n^<C höchstens =2 ist, nur positive Werthe fflr x 
exisliren, also nur ein Zweig der Curve Statt findet. 

V. Dafs für y = 0, also fflr den Anfangspunct der Brennlinie, y = 

und a?= J\~ , Uy also kleiner als a, und zwar desto nflber =a 
2m — 1 
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ist, je gröfser n ist; in welchen Fällen dieser Zweig die Gestalt 
eines Kometenschweifes annimmt. 

VL Dafs, für </) = j7i, also für den Endpunct dieser Brennlinie, J7 = 
und y = — ,_^ b also gröfser als h ist. 

VII. Dafs j:* für sina)=:-i — 7 ein Minimum und dafs dieser kleinste Werth 

von X gleich a« y *,~ ist, seine Verschiedenheit von der Absciase 

des Anfangspuncts (V.) also um so geringer, je gröfser n ist. 
Berlin, den 8ten April 1847. 
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10. 

über die Ergänzungssätze zu den allgemeinen 

Reeiproeitfttsgesetzen. 

(Von Herrn R E. Kummers Professor an der Universität zu Breslau.) 



JLPas ReciprocilAtsgesetz fflr die quadratischen Reste erstreckt sich be- 
kanntlich nicht auf die Primzahl 2^ fflr welche ein besonderer Satz lehrt, ob 
sie quadratischer Rest einer gegebenen Primzahl sei, oder Nichtrest. Eben so 
ist von dem Reciprocitätsgesetze fflr die cubischen Reste die Primzahl 3 aus- 
genommen; nebst den beiden complexen Primfactoren derselben 1 — a, 1 — a^ 
wo a eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. Fflr die höheren Potenz- 
reste, welche hier nur fOr den Fall in Betracht kommen sollen, wo der 
Potenz-Exponent l eine Primzahl ist, sind ebenfalls, aufser dem allgemeinen 
Reciprocitätsgesetze, Ergänzungssätze nöthig, welche entscheiden, ob der Po- 
tenz-Exponent l und die aus Xien Wurzeln der Einheit gebildeten Prim- 
factoren desselben, 1 — «, 1 — «^, ... 1 — a^""*, fflr eine gegebene complexe 
Primzahl Ate Potenzreste sind, oder zu welcher Classe der Nichtreste sie ge- 
hören. Auch kommen fflr diese höheren Potenzreste noch die complexen Ein- 
heiten hinzu, fflr welche die Untersuchung noch besonders anzustellen ist. Die 
Aufgabe, deren vollständige Lösung ich in dem Folgenden geben werde, be- 
steht also darin, die Werthe der auf X\e Potenzreste sich beziehenden Symbole 



C /•(«) ) 



f(a) J \f(a) 

zu finden, wo a eine Ate Wurzel der Einheit, e(a) eine beliebige complexe 
Einheit und f{a) eine complexe Primzahl bedeutet; welche eine wirkliche oder 

eine ideale sein kann. Die Bedeutung des Symbols ( ^v )/ ^^^ ^^tirch die 
Congruenz 

(^)=9.(«) ' =«% Mod.A'«}, 

definirt, in welcher Nf{a) die Norm von f{a) bedeuteL Fflr den Fall, dafs 
g>{u) ideal ist, welcher jedoch vorläufig, da (p(a) nnr einen der drei Werthe 
1^ 1 — a^ oder c{a) haben soll, nicht in Betracht kommt, wird diese Definition 
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dahin erweitert, dafs man statt (p{a) diejenige Potenz von (p{a) nimmt, 
welche zu einer wirklichen complexen Zahl wird, wenn die Hie Potenz es ist. 

So hat das Symbol ( ^1^\ ) ^^^^ ^^^ obigen Definition einen ganz bestimmten 
Sinn, ond es ist sodann ( ^ ) nach der Gleichung 

V f(a) J — \ f\a) ) 

zu definiren; welche immer einen bestimmten Werlh dafür giebt, wenn ü 
nicht durch A theilbar ist. Für diesen Fall aber, welcher, wie ich ander- 
weit gezeigt habe, nur dann vorkommen kann, wenn X eine von den Aus- 
nahmszahlen ist, fQr welche eine der ersten \{}. — 3) Bernoullischen Zahlen 
in ihrem Zähler l selbst als Factor enthalt, ist die gegebene Definition unzu- 
reichend. Der Exponent derjenigen Potenz von a, welcher ( ^. j gleich ist, 

heifst der Index von (p(a) fQr den Mod./*(a) und soll in dem Folgenden durch 
Ind. (p{a) bezeichnet werden, so dafs die vorliegende Aufgabe auch so aus- 
gedrückt werden kann: Die Werthe von 

Ind. iL, Ind. (1 — a*) und Ind.€(c) 
zu finden, fflr den Mod./'(a). 

Es werden hierbei zwei Fälle zu unterscheiden und besonders zu be- 
handeln sein; nämlich erstens der Fall, wo f{d) eine complexe Primzahl ist, 
deren Norm Nf{a)=p eine Primzahl von der Form i/X-j-l=/^ ist, in 
welchem Falle ich f{a) eine zum Exponenten Eins gehörende complexe Prim- 
zahl nenne; und zweitens der Fall, wo f{a) eine zu einem beliebigen andern 
Exponenten gehörende complexe Primzahl ist, d.h., wo ]Sf{a)=^q^ und q 
eine fflr den Modul l zum Exponenten / gehörende nichtcomplexe Primzahl ist. 
In dem ersten Falle, för welchen ich eine einfache Methode und die Haupt- 
resullate im vorigen Jahre der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin mitgetheilt habe (M. s. die Monatsberichte vom Mai 1850), ist die Lehre 
von der Kreistheilung allein ausreichend, um die vorliegende Aufgabe zu 
lösen; in dem zweiten Falle aber ist noch eine, auch in anderer Beziehung 
nicht unwichtige Erweiterung oder Verallgemeinerung der Theorie der Kreis- 
theilong nöthig;. welche in dem Folgenden ebenfalls entwickelt werden soll. 
Endlich gedenke ich hier auch noch eine Anwendung der gefundenen Re- 
sultate auf das allgemeine Reciprocilätsgesetz zu geben, bestehend in der 
Lösung der Aufgabe: Wenn das Reciprocilätsgesetz zwischen zwei complexen 
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Primzahlen gegeben ist, ffir besondere Bedingungen, welche die Einheiten be- 
stimmen, die als Factoren dieser complexen Zahlen vorbanden sein können: 
daraus das Reciprocitätsgesetz fflr dieselben complexen Primfactoren zu finden, 
welche jenen Bedingungen nicht weiter unterliegen. 

§. 1. 

Entwickeiung der Indices von A, 1 — a^ und £{a) für den Fall, dafs der Modul, 
auf welchen sich die Indices beziehen, ein zum Exponenten Eins gehörender 

complexer Primfactor ist. 

Es sei f(a) ein complexer, idealer oder wirklicher Primfactor der realen 
Primzahl p, von der Form ril-fl; l sei eine ungerade Primzahl: g eine pri- 
mitive Wurzel der Congruenz ^~* ^ 1 , Mod. p; y eine primitive Wurzel 
der Congruenz p^^'^^l, Mod. X; x eine imaginfiro Wurzel der Gleichung 
x^=^\^ und a eine imaginäre Wurzel der Gleichung »^ = 1. Ferner seien 

^> ^n ^21 •••^;-i diö i Perioden, welche aus je r = ^-T — Wurzeln der Glei- 
chung x^-=\ gebildet werden können, so dafs 

ri =1 X -fx^ -fx^ -\ '•* -[-x^ , 

ri^ = x^-\-x^ -\^xs + ••• 4-^ ist, 

u. s. w. 

Die Producle je zweier Perioden lassen sich bekanntlich immer als 
lineare Functionen aller ähnlichen Perioden darstellen. Diese Ausdrücke nehmen 
in dem gegenwärtigen Falle, wo l ungrade ist, folgende Gestalt an: 

111 1 

TfTJi = >«^ + »»l '^1 + «»2^2 + ' • • + »»i-l Vl^l 9 

2 2 ;2 2 



in welchen allgemein der Co£fBcient tn,, gleich ist. der Anzahl der Werth- 
Verbindungen des r und s, ans den Zahlen r = 0, 1, 2, ... r — 1 und 
9 = 0, 1, 2, .. 9 — 1, welche der Congruenz 

genügen, oder, was Dasselbe ist, gleich der Anzahl der Werthe des r aus 

13» 
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der Reibe r = 0, 1, 2, ... r — 1, welche der CoDfraenz 

Ind.(y+^H1) = /i, Mod.i, 
genügen, wenn das Zeichen des Index (Ind.) sich auf die Primzahl p und 
deren prirailive Wurzel y bezieht. leb stelle hier, wegen des in dem Fol* 

k 

genden davon zu machenden Gebrauchs, die Haupt-Eigenschaften dieser Zahlen i/ia> 
welche ich in der Abhandlung Ober die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit 
gebildeten complexen Zahlen in ihre Primfactoren (Bd. 35, S. 327 dieses 
Journals) hergeleitet habe, fQr den vorliegenden Fall, wo l, die Anzahl der 
Perioden, ungerade ist, noch einmal zusammen, nämlich: 

i h i i^i 

k l k k 

1^1 -j- Jiii -j- f/f2 -{■ ••• 4~"*i-i ^^^ ^> 

aber fOr Ar=0, 

m-\'mx'\-m2'\- ••• -f'^'i-i = ^ — ^* 
Betrachtet man nun die Summe 

-^Ind.cy+^^-fl) 
für alle Werthe 0, 1, 2, • . . r— 1 des r, so finden sich in derselben 

k 

m,j Glieder, welche congruent Null werden fOr den Modul l; ferner giebt es 
k k 

fHi Glieder, welche congruent 1 werden, m, Glieder, welche congruent 2 

werden u. s. w. ; woraus 

-2'Ind.(^*+^Hl) ^ I»ii4-2iif2+3w3-f ... +(il-l)ii-x, Mod.A, 
folgt. Nun wird aber, wie leicht zu zeigen, fOr i^ = -^-r — die Congroenz 

fflr alle beliebigen Werthe des z identisch erfüllt. Setzt man daher in der- 
selben z^ — ß^^^\ Moi.pj und mulliplicirt auf beiden Seiten mit ^'\ so wird 

1-^^* = (i^'+DC^-^'+DC^-^^'-f 1) ••• (9'^'""^''+^). Med./., 
also, wenn auf beiden Seiten die Indices genommen werden: 

Ind.(l— y"^*) = -rind.(/+^^+l), Mod.i, 

und diese Congruenz, mit der obigen Congruenz verglichen, giebt: 

k k k k 

lnd.(l— ^'^*) = li/i,-[-2»i2-f3m3-|-----f(il— l)iiia-.i, Mod.A. 

Ist nun f(a) ein complexer Primfactor des p, ood zwar der au a=g' 

gehörige, so ist g^^^a, Hod./'(a). Ferner ist nach der oben gegebenen 
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Definition des Zeichens Ind., welches sich auf den Mod./'(a) bezieht , 

oder weil Nf(d)=ip, -^-r — = >' und a^^% Mod. /"(«), ist: 

für den Modul /"(a) und, da diese Congruenz nur nichlcomplexe Zahlen ent- 
hau, auch fär den Hlod.p. Hieraus folgt, wenn 9?(a)= 1 — a^ gesetzt wird: 

ylnd.(l— ^*^^) = rlnd.il — a^), Mod.;i — 1, 
also, wenn man durch v dividirt, 

Ind.(l— y*'*) = Ind.(l — «*), Mod.i. 
Demnach hat man auch 

k l l l 

Ind. (1— a*) ^ liWi-fSmj-fSf/ij-f ••• -f (i— l)iWji.i, Mod. X; 
welche Congruenz eine sehr einfache Lösung einer der obigen Aufgaben dar- 
stellt. Aus diesem Ausdrucke Isfst sich sehr leicht d^r entsprechende Aus- 
druck des Ind. (A) abieilen, indem man nach einander Ar =1, 2, 3, ... k — 1 
setzt; wobei zu beachten ist, dafs 

(1 — a)(l — a^)(l — a^) . . . (1 — a^-*) = l 
and 

So erhalt man 

Ind.(i) = — (»ix-f2M2+3?W3-f- •.. 4 (A— l)»i;«i), Mod.A. 
Endlich ergeben sich aus derselben Quelle auch die Indices der complexen 
Einheiten. Nimmt man nämlich die Einheit 



(l_ay)(l— a-y) _ ^ a»(*-y)(l— «/) 



welche ich Kreislhetlungs - Einheit nenne, so hat man 

Ind.€(a*) = iAr(l— y)Ind.a-}-Ind.(l — a*y) — Ind.(l — a*), Mod.i, 
also 

ly ly »y ky 

Ind.«(a*) ^ |Är(l— y)r4-liWi + 2M2-j-3w3+ • • • +(^ — I)«'«i-i 

k k k k Mod.Ä. 

— ir/i| — 2i/i2 — 3iiij — • • • — {X — )»'ji-i? 

Ein System conjugirter Kreislheilungs- Einheiten ist ein unabhängiges 
System von Einheiten, welches die Eigenschaft hat, dafs überhaupt jede Ein- 
heit ohne Ausnahme sich als ein Product von Potenzen der conjugirten Kreis- 
theilungs-Einheiten darstellen lifst, und zwar so, dafs die Potenz-Exponenten 
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nur rationale Brflcbe sind; d. h., wenn i(a) eine beliebige eomplexe Einheit 
ist, so hat mau immer 

«(a) = ±a^e(a)\e(ary».e(ary^ . . . e{ar^^yf"\ 

wo zur Abkürzung \{X — 1)=/^ gesetzt ist, und wo n, iti, ito, ... n^.| rationale 
Bräche sind. Man erhfiU daher auch den Index jeder beliebigen Einheit e{a) 
darch die Indices der Kreistheilungs - Einheiten ausgedrfickt, nfimlich: 

Ind.€(a) ^ Ärv-f n Ind. ^(a)-fni Ind. €(ay)-f- ••• -f n^-ilnd.if(ay^"*), Mod.il. 

In den Nennern der rationalen Brüche n, n^^ . . . n^^i kann, wie ich 
in der Abhandlung (Bd. 40. S. 117 dieses Journals) gezeigt habe, der Factor l 
nur dann vorkommen, wenn die Classen- Anzahl aller idealen complexen 
Zahlen durch l theilbar ist, also nur dann, wenn k in einer der ersten ^{l — 3) 
J^^motiZ/ischen Zahlen als Factor des Zfihlers auftritt. Schliefst man diese 
Aüsnahmszahlen l auch hier aus, so sind mit den Indices der Kreistheilungs- 
Einheiten e{a^) zugleich auch die Indices aller möglichen Einheiten gegeben; 
denn man kann alle in dem Ausdrucke des Ind. 6(a) vorkommenden Brüche 
n, fix, ... n^.i durch die ganzen Zahlen ersetzen, denen sie congruent sind 
für den Modul l. 

Hiermit ist also die erste Lösung der Aufgabe, die Indices der Zahlen 
1 — a} und l, und der complexen Einheilen zu finden, in sehr einfacher Weise 
gegeben; für den Fall, dafs die eomplexe Primzahl, auf welche die Indices 
sich beziehen, eine solche ist» die für den Modul X zum Exponenten Eins gehört. 

k 

Die Zahlen iha, mittels welcher die Lösung dieser Aufgabe gegeben ist, lassen 
sich auf mannichfache Weise auf andere in der Lehre von der Kreistheilung 
vorkommende Zahlen reduciren, namentlich auf die CoSfficienten der complexen 
Zahlen rprW^ welche, wenn man 

setzt, durch die Gleichung 

F(a, jr)F(a% jr) , . "^ i '^ i '^ 2 i 1 '' 2-1' 

bestimmt werden. Durch dieselben können die Zahlen m^ in folgender Art 
ausgedrückt werden: 

Imj, = i;a^^j,_(i_3)i/+l; 

wo in den besondern Füllen h=zk, As=0 oder k = die Eins auf der 
rechten Seite wegfallen mufs. Da ferner, wie ich in früheren Abhandlungen 
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gezeigt habe, alle in aer Kreistheilung vorkommenden Zahlen durch die Coef- 
ficienten eines complexen Primfactors von p sich ausdröcken lassen, so wird 
man auch die Indices von l, i — a^ und «(a) durch die Coefficienten von fla) 
selbst ausdröcken können. Ich will jedoch nicht alle diese Umformungen der 
gefundenen Formeln hier wirklich ausführen. Fflr Ind.l und Ind. (1 — a^) sind 
auch die gefundenen Ausdrücke so einfach und elegant, dafs sie vollständig- 
genügen können; für die Indices der Einheiten dagegen giebt es noch einige 
merkwürdige und einfache Ausdrücke, welche ich entwickeln will, weil sie 
auch für andere Untersuchungen wichtig sind. Sie gestalten sich am ein- 
fachsten für die zusammengesetzte Kreistheilungs-Eiuheit 

welche Oberhaupt in mehrfacher Beziehung vor den übrigen Einheiten bevor- 
zugt ist. Für diese Einheit hat man 

lni.E,(a) = Ind. €(«)+;--''• Ind. ^(«0+ ••• +y-'^-'^''Ind.€(aO, Mod.i, 

und man kann umgekehrt lnd.e(d^) mittels der aus jener leicht abzuleiten- 
den Formel 

Ind. e {ar^) = — 2 {f^ Ind. E, (a) + y** Ind. JBj (a) -f • • • 

... +y^<^-*>'^Ind.-E^.i(a)), Mod.x, 

durch die Indices von -E|(a), Ex{a)^ ... E^^i(d) ausdrücken. 

Sttbstituirt man in diesem Ausdrucke des Ind. E^{a) fflr €f(a), für e(^a^) 
u. s. w. ihre Werthe nach dem oben gegebenen Ausdrucke dieser Kreis- 
theilungs- Einheiten, so erhält man nach einigen leichten Reductionen: 

2 Ind. E, (a) = (y^") (Ind. (!-«) + r"^" Ind. (1 -a^ + - + r^^'^'^^nd. (1 -a^^)), 
und wenn y^^k, Mod.A^ gesetzt wird, was y-^Än ^ ^-i-2n gjebt, so erhält 
man, mit Anwendung des Summenzeichens: 

2Ind.-E«(a) = (y^''-l)-rA^-^-'Ind.(l— «*), 

für Ar = l, 2, 3, ... A— 1; wozu, wenn l — 2n — 1, wie hier angenommen 
werden soll, positiv ist, auch der Werth A:=:0 hinzugethan werden kann. 
Da nun oben 

Ind.(l — a*) ^ Imi-f2m2-f ••• -f(^~l)*^i-i ^ ^h^^h 
gefunden wurde, so hat man 

2Ind.ß«(a) = (^^»-1)515^;**^-»-^«^. 



u 
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k 
In diesen Ausdruck sollen nun statt der Zahlen hia die. Perioden rj, 

Vi^ ^2 9 • • • Vi-i eingeführt werden. Dies geschieht mit Hflife der Glelcliang 

k l k k X^l k 

aus welcher 

;-i k 

folgt. Multiplicirt man mit i und nimmt die Summe far j=0, 1, 2, 3, • . . il— 1^ 
so ergiebt sich 

(J 

oder, was Dasselbe ist, 

^i iVi Vi+k = ^i ^h (» + Ä) ^h Vi-^h — ^i ^h äiwa m^h 



2-1 2-1^ 2-1 * 

und, da -2';7?,.+ä = — 1^ -S'/Ct-f A)^,+Ä^-2'if?;;, Mod. A^ und 2f,mh=^v ist, so 

* 

erhält man 

2-1 2-1 2-1 k 

^i iVi Vi+k ^ ^-2; iVi + -2ä ä»^*a 1 Mod. X. 



Hultiplicirt man jetzt mit k^''^'''^ nimmt die Summe fOr A: = 0, 1, 2,*.. it— 1, 
und beachtet, dafs -Z*^-^"""^ = 0, xMod. l ist, für A = 0, 1, 2, .,. A— 1, so 
erhfilt man 

2\s]ik'-^-\ri,Vi^, = !i;^iÄAr^-^-\i„ Mod.i. 



Der Ausdruck di^s zweiten Ind. E^ (a) verwandelt sich demnach in den folgenden : 

2Ind.li:„(a) = (f''-i)%%ik'-'^'TiiTii^^, Mod.A. 



Anstalt dem k in dieser Doppelsumme die Werthe 0, 1, 2, ... l — 1 
zu geben, kann man ihm auch die Werthe — i, — • + !» — t-f-2, . . . 
— t-j-^ — 1 zutheilen, ohne dafs in Beziehung auf den Modul l diese Summe 
ihren Werth ändert. Setzt man also k — i statt i^ so erhalt man 

2Ind.JB„(«) = (y^-l)-ilS;i(Ar-•7-^--^^£1?Ä. 



Wird jetzt (Ar — t)^ "^""* = (• — A/^*^"* nach dem binomischen Lehrsatze ent- 
wickelt, so trennen sich in den einzelnen Gliedern die in Beziehung auf t zu 
nehmenden Summen von den in Beziehung auf k zu nehmenden, ond wenn 



X 
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« 

der Kurze wegen 

I) 

gesetzt und ffir einen Augenblick l — 2n — 1 einfach durch fn bezeichnet wird, 
so erliält man 

2Ind.£?«(a) = (/-_l)(iJ„^,I>„_^0„D,J-J?i^^J?_,D,_ ...). 

Um die durch Z>o, Di^ Dt^ ... bezeichneten Gröfsen noch, auf andere 
Weise zu bestimmen , gebe ich dem Ausdruck der Kreistheilung 

die Form 

F{a, x) = 'n^r^Vi +«"*% ^ |-«^~^^;i-i 

und verwaadle a in e*", wo v eine eontinutrUche Variabie bedeutet. Hier- 
nach wird 

WO die dem Zeichen des DiiTerentials ä zugefflgle Null bedeutet, dafs nach 

der Differentiation v = zu setzen ist. Verwandelt man v in — v, so erhält 

man eben so: 

d:Fie--,x) ^ . .y^ 

Aus diesen Werthen der Gröfsen D^^ als Differentialquotienten, folgt 
nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung Aber die Differentiation 
eines Products zweier Factoren: 

Aus der bekannten Gleichung der Kreistheilung 

F(a, x)F(a-S x) = p 
erhfilt man aber nach bekanoten Principien die fOr jeden Werth der Variabein v 
gellende Gleichung 

F[e\ x)F{e'\ x) = p-\-V.W, 
in welcher F= l-|-e"-|"^**'+ *•• +^^^""*^'' ^^d IV irgend eine ganze rationale 
Function von e" ist, deren CoSfficienten ganze, die Wurzel x enthaltende 
complexe Zahlen sind; folglich ist auch 



F(e \ x) = TgTsr-TT + TvT^r-; 



Fie\ X) ■> F(c«, X) 
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und 

l^l^Fi^, X) = ^S^^ip-^ VW). 

» 

Differentiirl man diesen Ausdruck mmai nach einander und setzt v=0, 
indem man bemerkt, dafs fQr t? == 0, F und alle DiiTerentialquotienten davon, 

bis zum A — 2ten einscbiierslich , durch l theilbar sind, da l'-f 2'-{-3'^-{ 

[-(i— 1/^0, Mod. A, für r=l, 2, 3, ... A, — 2 ist, und indem man 

ferner bemerkt, dafs /i^l/Mod. il ist, so erhfilt man: 

■ 5Jr = — rfi^M ' Mod.Ä, 

also 

n n ^ n n A. ^(^~^) n n d';^^^lF(e\ x) ^. . 

^m+i^ü— Y"^'"^ » Ü2~ '^"^^ = dv^^ ' Mod.x. 

Macht man von diesem einfachen Ausdrucke Gebrauch, und setzt zugleich 
für i/i wieder seinen Werth X — 2n — 1, so erh'filt man folgenden merkwQr* 
digen Ausdruck des Index von E„(^a): 

Ind. JB.(«) = ^(f'^-i)^!:^::^^ Mod. i. 

Die in diesem Ausdrucke vorkommende Wurzel x ist in demselben nur 
scheinbar enthalten, weil sie, wenn nach AusfOhrung der DiiTerentiation v=^0 
gesetzt wird, und alle Glieder, die den Factor l haben, weggelassen werden, 
von selbst mit herausfällL 

Aus dieser Darstellung des Ind. £^(a) läfst sich sehr leicht eine andere, 
ebenfalls sehr bemerkenswerthe Darstellung desselben erlangen, in welcher 
der von a und x abhängige Ausdruck P{a, x) durch die nur von a allein 
abhängige, oben definirte complexe Zahl v^^(a) ersetzt wird. Aus der Gleichung 

F{a, x)F{a% x) = t//,(a)F(a''+^ x) 
folgt nflmlich, wenn a in ^"^ verwandelt wird, nach denselben Principien wie 
oben, die fQr jeden beliebigen Werth der Variabel v gellende Gleichung 

F(u", x)F{e'% X) = xiJr{e'')F{€^"^'^', x)^ V. W. 

Und vermöge der Eigenschaft des F= 14-«*'+^''-] [e^^-'\ dafs V selbst, 

so wie seine Differentialquotienlen, bis zum {k — 2}ten einschliefslich, för den 
Werth 1^ = congruent Null sind, nach dem Modul X, erhält man aus dieser 
Gleichung 

dp^ ' rft?*-^* — dv^-'^'' ' i/e;2-2»i ^ 
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oder, vereinfacht: 

(.l-f-r — (r-f-l; J jjjj::^;; = — -i^^:;^ — , Mod. Ä. 

Durch diese Congruenz verwandelt sich der obige Ausdruck des Ind. £;,(a) 
in folgenden: 

lnd.A,(«) = 2(l + r^-^-(r+l)^-^-') 5?^=^^^ — ' moA.l. 

Endlich leite ich bieraos noch einen andern Ausdruck des Ind. En{a) 
ab, welcher deshalb der wichtigste von allen zu sein scheint, weil er diesen 
Index der Einheit E^{a) durch die complexe Primzahl f{a) selbst ausdrückt, 
in Beziehung auf welche das Zeichen Ind. zu nehmen ist. Hierzu wird die 
Zerfällung der complexen Zahl V^r(^) in ibre complexen idealen oder wirk- 
lichen Primractoren gebraucht, welche ich im (35ten Bande dieses Journals, 
S. 362) gegeben habe und welche sich in folgender Art darstellen Iflfst: 

wo das Prodnctenzoichen IT sich auf* alle diejenigen Werthe des h erstreckt, 
welche nicht negativ, aber kleiner als X — 1 sind, und dabei der Bedingung 
genfigen, dafs 

ist; wo das Zeichen yj, den kleinsten positiven Werth von y^ für den Modul 1^ 
Ind. r den Index des r für die primitive Wurzel y und den Modul l bezeichnet 
Qod fi = j^[i — 1) ist. Um die in diesem Producte enthaltenen Primfactoren, 
welche im Allgemeinen ideal sein werden, zu wirklichen complexen Zahlen 
zu machen, erhebe ich beide Seiten dieser Gleichung zur Uten Potenz und 
nehme H so an, dafs fia)^ eine wirkliebe complexe Zahl ist. Diese complexe 
Zahl soll auch durch Multiplication mit einer passenden einfachen Einheit oT 
so zubereitet angenommen werden, dafs sie fflr den Modul (1 — af einer nicht 
complexen ganzen Zahl congruent ist. Alsdann fällt in dem obigen Ausdrucke 
des y^r{^) die einfache Einheit a^ weg, und man bat 

Diese Gleichung wird wieder, wie oben, in folgende, fflr alle beliebigen Wertbe 
der Variabel r geltende Gleichung verwandelt: 

nnd giebt alsdann in derselben Weise: 

14* 
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oder vereinfacht:, 

"• dt^-^' -~ d^J^ '^*y 

Es ist nan die Summe JSj.y^^'^"^^ zn suchen , in welcher dem A alle 
diejenigen Werlbe von h = bis h = k — 2 zn geben sind, welche der Be- 
diagung genügen, dafs y^^h'\'y,i^h^ud.r> ^ ist. Zu diesem Zwecke bemerke 
ich, dafs, wie leicht zu beweisen, der Ausdruck 

in aHen den Fftlien, wo t einen der mit h bezeichneten Werthe hat, ffir welche 
y/i-i+y/i-i+ind.r>A ist, gleich Eins ist; während derselbe für alle andern 
Werthe des t gleich Null ist. Hieraus folgt 

wo dem A nur die oben angegebenen Werthe, aber dem i alle Werthe 
0, 1, 2, ... ^ — 2 zu geben sind. Um bequeme Congruenzen für den Modul l^ an- 
wenden zu können, welches wegen des als Divisor hier vorkommenden l nöthig 
ist, setze ich y^(^-^">' statt y(^-^")*; was in Beziehung auf den Modul X keinen 
Unterschied macht. Ich bezeichne ferner die %u suchende Summe JS^y^^^"^^ 
mit dem Buchstaben T, multiplicire mit X, und erhalte so folgende Congruenz 
für den Modul X^: 

AT = -S(y,.,4-y^.l+,„a.^-y;.^•^.Ind.(r+l))y'^'-^^ Med. r, 
oder 

Ich betrachte nun zuerst nadidie zweite dieser drei Summen, nämlich 
die Summe 

aus welcher die erste hervorgeht, wenn r = 1 gesetzt, und die dritte,' wenn r 
in r-{-l verwandelt wird. Ich verwandle t in*t-f /^-f Ind. r und bemerke^ 
dafs nach dieser Verwandlung dem t in der Summe immer noch dieselben 
Werthe 0, 1, 2, ... X — 2 zukommen; was daraus folgt, dafs in Beziehung 
auf den Modul X'^ die Glieder dieser Summe einen Cyclus bilden. Diese Summe 
ist daher ffir den Modul X^ der folgenden congment: 

JE-.y^, j;U*-2«) 0*+/« + l«di O^ 

und da y^^'^''^" = — 1 , yi(a-2-)««»d.r = ^(z>2«) f^^ ^^^ ^^j^j j2 jg^ g^ ^^j 
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dieselbe in folgende Form gebracht: 



Macht man Ton diesem Werthe Gebraach, und von den entsprechenden, ^welche 
maii erhfilt, wenn r^d und r-fl statt r gesetzt wird, so erhalt man fol- 
genden Ausdruck der Summe T: 

IT ^ -(t + r^(^-^>-(r+l)^^-^^)iiVy.,yci-2n)^^^ Med. A^ 

Man seile jetzt y_,==Ä, so wird y~'^k and y'^Ar*"*, für den 
. Modul i; woraus y'^ = /c^^^-\ Mod. r, also 

'^y-y'""*"^' = !i'jÄia-'-)w-»)+', Mod. i' 

folgt, oder, vereinfacht, mit HQlfe der Congruenz Ar^^^""^^^!, Mod. A^: 

Sy-./^^-'"^ = Sä^'^-'^+S Mod- 1\ 

u 

Nun folgt aber aas den bekannten SummBn-Ausdröeken der Potenzen 
de; natarlichen Zahlen t dafa 

Sä^-*>+* = (-ir-*B^i, Mod.A^ 

ist; wo B^ die mte BernoulKsche Zahl bezeichnet und wo der Kürze wegen 
auf einen Augenblick fOr i(it(2it— l}-{-^l) das einfache Zeichen m gesetzt ist 
Demnach ist 

XT= (-lr(l4-H^^-*->-^(r-|-l/c^-^''0B«il, Mod.i^ 
Und wenn durch X dividirt wird und für r^(^-^"> und (r -:[- 1 )^^*""^^ die nach 
dem Modul k congruenten einfacheren Potenzen r^"^" und (r-f-l)^*^'" gesetzt 
werden, so ist 

T = (-ir(l + r^-'" — (r+l)*-^-}»^, Mod.A. 

Die hierin vorkommende ffemouUische Zahl B^ kann noch durch 
Reduction auf eine möglichst niedrige Bernouithc^e Zahl vereinfacht werden ; 
mittels der von mir in einer kleinen Abhandlung (Bd. 41, S. 371 dieses 
Journals) bewiesenen Eigenschaft der B^rnoti/Ztschen Zahlen, dafs 

ist, fftr iLt = ^{X—l) und für alle Werthe des n, welche nicht Vielfache von 
fi sind. Diese Congruenz giebt unmittelbar die allgemeinere: 

n n-f-sfi ' ' 
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welche för alle ganzzahligen. Werihe von s gQltig ist. Setzt Dfian in dieser 
* = 2»— 1, so erhfilt man für »i = i(X(2»— l)-f 1): 

B^ = (-1)"-^, Mod.i. 

Wird dieser einfachere Werth des B„ angewendet and erwogen, dafs 

(_i )'"+^ = (—1 )" ist, so erhält man 

T= (-l)-(l-|-r»-»'-^(r-fl)^-'-)A, Mod.A, 
und demnach . 

Vermöge dieser Congruenz verwandelt sieb der zulelzt gegebene Ausdruck 
des lnd.E„{a) in folgenden: 

Ind.£,(«) = (-l)V-l)-^-^=^^?S^, Mod.Ä. 

Dieser Ausdruck, in welchem die Zahlen der Kreistheilung nicht weiter 
vorkommen, welcher vielmehr den Index der Einheit E„{a) durch die coq^«- 
plexe Primzahl f{a) selbst darstellt, in Beziehung auf welche das Zeichen 
Index zu nehmen ist, wird in dem Falle, wo H ein Vielfaches von X ist,, 
nichtssagend. Es sind also auch bei der Anwendung dieser Formel diejenigen 
Ausnahmewcrthe des l ausznschliefsen , für welche l ein Faclor des Zihlers 
einer der ersten i(A — 3) Bernoullischen Zahlen ist. FOr den Fall, dafs 
f(a) eine wirkliche complexe Primzahl ist, hat man einfach J7=l zu setzen. 
Man kann aber auch für den Fall, dafs f(a) eine ideale complexe Primzahl 
ist, den Ausdruck des Ind. E^{a) einfach durch 

Ind.£;,(«) = (,l)-(p^--l)^ '^'Z-(i'"\ Mod.A 

darstellen, wenn man ein ffir allemal festsetzt, dafs für f((^% falls es ideal ist, 
sein Ausdruck als £fte Wurzel aus der wirklichen complexen Zahl f(a)^ ge- 
nommen werden soll. 

§. 2. 
Eine Enveitemng der Theorie der Kreistheilung. 

Nachdem in dem vorhergehenden Paragraphen die Indices von A^ 1 — a^ 
und e{a) oder E„{a) gefunden worden sind, ffir welche der Modul f{a) ein 
Primfaclor einer nichtcomplexen ganzen Prilbzahl p von der Focm vX -\- 1 ist, 
mufs noch dieselbe Aufgabe fflr den allgemeinern Fall gelöset werden, dafs 
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der Modul f{a) eine zu irgend einem Exponenten / (Divisor von 1 — 1) ge- 
hörende Gomplexe Primzahl ist. Die Lösung dieser Aufgabe erfordert als 
Vorarbeit eine Erweiterung der «Theorie der Kretstheilung , welche ich hier 
kurz entwickeln will. 

Es sei also f{a) ein idealer complexer Primfactor der nichtcomplexen 
Primzahl q, welche zum Exponenten / (einem Divisor von l — 1) gehört, für 
den Modul A, so dafs q^^\^ Mod. il^ dafs aber keine niedrigere Potenz von ^ 
der Einheit congruenl ist. fOr den Modul X. Wird eine solche complexe Prim- 
zahl f{a) zum Modul genommen, so ist ein vollständiges Resten-System dieses 
Moduls iq. der Form 

enthalten, in welcher alle die Zahlen a, a^^ a^^ ... Uf^i alle ganzzahiigen 
Werthe von bis q — 1 einscbliefslich erhalten können. Die Anzahl aller ver- 
schiedenen Reste ist also gleich ^'; nämlich gleich der Anzahl aller Verbin- 
dungen der q Zahlen a mit den q Zahlen ^i, mit den q Zahlen 1I3, u. s. w. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich daraus, dafs, erstens, Jeder wirk- 
lichen complexen Zahl F{a) die Form 

gegeben werden kann, wo 9>(^), (pi(t])^ u. s. w. complexe Zahlen sind, welche 
nur die aus je /Gliedern bestehenden Perioden der Wurzeln a, a^, ... a^""* 
enthalten (M. s. meine Abhandlung Bd. 35. S. 337 dieses Journals); zweitetis 
daraus, dafs in Beziehung auf einen solchen Modul f(a) diese Perioden, und 
also auch die complexen fahlen 9(17), 9^1(^)9 u* s. w., stets nichtcomplexen 
ganzen Zahlen congruent sind; und endlich, drittens, daraus, dafs eine complexe 
Zahl von der Form 

nicht durch /"(a) theilbar sein kann, ohne dafs zugleich a^h, ai=Bbiy 

112^621 • • « ^-i^^f-i ist, fflr den Modul q. 

Es giebt ferner für den Modul f(a) siets primitive Wurzeln ^(a). In der 
Art, dafs die verschiedenen Potenzen einer solchen primitiven Wurzel 

alle verschiedenen Reste ffir den Modul /l[a), mit alleiniger Ausnahme des Restes 0, 
vollständig erschöpfen. Der Beweis dieser Behauptung kann eben so leicht und 
nach derselben Methode gegeben werden , nach welcher man in den Elementen 
der Zahlentheorie die Existenz der primitiven Wurzeln fQr die gewöhnlichen 
Primzahlen beweiset; weshalb ich denselben fibergebe. 
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Wena F(a) eine beliebige , jedoch nicht durch den Modal f(a) theil- 
bare complexe Zahl bezeichnet ^ so ist 

Wenn ferner ^(a) eine primitive Wurzel ist, so hat man 

^(a)i(9'-i) = _l, ^(«)-T" ^ «»^ Mod.A«); 

wo k niemals congruent Nnll- ist, fOr den Modul l. Es bann aucb die pri- 
mitive Wurzel ßicL)^ welche in dem Folgenden einfach durch y bezeichnet 
werden soll, immer so angenommen werden, dafs A = 1 ist und dafs man also 

bat. .Wir wollen ein für allemal festsetzen, dafs die primitive Wurzel g immer 
dieser Bedingung gemfifs angenommen werden soll. Die Beweise der in diesen 
Oongruenzen enthaltenen Satze, welche nach den in der Theorie der complexen 
Zahlen gebräuchlichen Methoden leicht sind, glaube ich ebenfalls hier Aber- 
gehen zu können. Zu bemerken ist noch, dafs die primitive Wurzel jf nie^ 
mals eine nichtcomplexe Zahl sein kann, aufser in dem Falle ^==1^ ffir 
welcben die primitiven Wurzeln des Modul f{a) genau dieselben sind, wie 
die primitiven Wurzeln der gewöhnlichen Primzahl p=zNf{a). 

Ist y = 9)(a), Mod./*(a), so soll t hier ebenfalls der Index von ip{a) 
fOr den Mod./'Ca) heifsen und durch Ini. <p{a) bezeichnet werden. Es gelten 
dann fQr die Indices ebenfalls die Gleichungen 

Ind. y(a) + Ind. F(a) = Ind.(y(a)JF'(a))^ Mod.y*— 1 und 
nlnd.g)(a) ^ Ind. (y («)"), Mod.y* — !• 

Nachdem Dieses vorbereitet ist, gehe ich zu dem Hauptgegenstande 
dieses Paragraphen Aber, nämlich zu der Erweiterung der Theorie der Krms^ 
thmlung; und zwar knflpfe ich dieselbe an die complexe Zahl t^r(<^) ^^^ 
Kreistheilung an, welche schon oben definirt wurde und fQr welche die Lehre 
von der Kreistheilung folgende sechs Ausdrucke giebt: 
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wo die Sammenzeichen sich auf die Wertbe ^:=:0, 1, 2, . . . p—2 erstrecken, 
mit Ausschlufs des Werths ä = 4(;>— 1), für welchen g^-i^i^EO^ yioA.py 
sein würde. 

Die hier auszafQbrendc Erweiterung der Theorie der Kreistheilung soll 
nun darin bestehen, dafs in diesen Ausdrucken des ^pr{^) die primitive Wurzel <f 
der Primzahl // als primitive Wurzel für den complexen Modul f{a) aufge- 
fafst und demgemäfs auch das Zeichen Ind. auf denselben Modul /*(a) be- 
zogen werden soll. Die Summen werden dann in Beziehung auf die Werthe 
A=0, 1, 2, 3^ «.. q* — 2 zu nehmen sein, mit Ausschlufs des Werths A=:i(^' — 1), 
für welchen ^^^\^E:0^ Mod./*(a) sein und folglich Ind. (^^41) keinen Sinn 
haben würde. Die complexen Zahlen V^rC^e)? in diesem neuen Sinne genommen, 
sollen zur Unterscheidung von denen der Kreistheilung durch ¥^,.(a) bezeichnet 
werden. Die obigen sechs verschiedenen Ausdrücke von V^r(tt) stimmen auch 
bei dieser neuen Auffassung der Zeichen g und Ind. ganz miteinander überein; 
lA der Art, dafs sie alle nur verschiedene Ausdrücke einer und derselben 
complexen Zahl sind. Es wird also hinreichen, nur einen dieser Ausdrücke 
zu untersuchen, zu welchem ich den letzten wähle. Ich setze also 

wo das Sumraenzeichen sich auf die Werthe A-=0* !• 2, 3, ... y' — 2 er- 
streckt; mit Ausschlufs von h=^^{q^ — 1), und wo g eine primitive Wurzel 
für den Modul /*(a) bedeutet, auch das Zeichen Ind. sich auf denselben Modul 
und dieselbe primitive Wurzel bezieht. Der Modul f{a) selbst ist ein com* 
plexer idealer Primfactor der zum Exponenten / gehörenden gewöhnlichen 
Primzahl q. 

Aus dieser Definition der complexen Zahl ^y/^^) folgt zunächst un- 
mittelbar 

"PrvM = 'KW, H^\Xa) = -1 , ya-i(«) = -1. 
Setzt man ferner a!^ statt a, so erhält man 

Es ist aber (y'^-l)^^^^''^"! 9 f&r den Modul q, und also auch für den 
Modul /*(«), welcher ein Factor von q ist; demnach ist auch ^Ind. (5^^-j-^) 
■=^\xiA.{g*^^-\-\), Med. (9^— 1). Setzt man Dieses in den obigen Ausdruck 
des ?P'r(«*') und k^qh, Mod.(y^— 1), so entsprechen den Werthen /i=:0. t, 2, . . . 
. . . y*— 2, mit Ausschlufs von A= Ky'""^)^ genau die Werthe k= 0, 1, 2. 3, . . . q^—i^ 
mit Ausschlufs von/r= ](^' — 1), wenn auch in anderer Ordnung genommen, 

CreUe*8 Journal f. il.M. Bd.XLIV. Heft 2. 15 
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und darum ist 

also 

aus welcher Gleichung auch sogleich die allgemeinere 

ffir jeden beliebigen Werlh des A folgt. Man sieht hieraus, dafs die complexe 
Zahl !P).(a) nicht die einzelnen Wurzeln a, a% o', . . . a^~^ in sich enthfllt, 
sondern nur die Periodefi derselben, welche je /Glieder umfassen. Dies ist 
die erste wesentliche Grund- Eigenschaft der complexen Zahl y^r(«)* 

Multiplicirt man die beiden reciproken complexen Zahlen Vr{a) und V^a'^^) 
miteinander, so wird das Product derselben durch die Doppelsumme 

ausgedrflckt, für Ä==0, 1, 2, 3, . • . y'— 2, Ä = 0, 1, 2, . . . 9*— 2; mit Aus- 
schlufs von A = ^(y*— 1) und Ä = i(y*— 1). Ich scheide aus dieser Doppel«» 
summe zunfichst alle die Werth -Verbindungen von h und k aus, fär welche 
h = k ist. Ihrer finden offenbar (/^ — 2 Statt, und es wird für dieselben die 
Potenz des a unter dem doppelten Summenzeichen nur gleich Eins. 3Ian hat also 

ffir alle ganzzahligen Werlhe des h und k von bis q^ — 2 einschliefslich ; 
mit Ausschlufs der Werthe ^{q^—i) und der Werth-Yerbindungen, ffir welche 
h = k ist. Man transformire nun diese Doppelsumme, indem man 

/-* = /', jj+i=/', Mod.A«)> 

setzt, so erhfilt man 

¥^,(a)¥;(a-*) = q^ — 2 + 22a^'-^'^^'-'K 

Die Summenzeichen beziehen sich hier auf die verschiedenen Werthe 
des k^ und h', und es sind denselben alle Werthe von 1 bis q* — 2 einschliefslich 
zu geben; mit Ausschlufs derjenigen Werth-Yerbindungen, ffir welche h'=k' 
ist. Vermöge der Congrnenzen, welche die neuen Unbestimmten k' und h' 
durch die alten k und h ausdrücken, entspricht nfimlich jeder einzelnen Ver* 
bindung der Werthe von h nnd k eine, und nur eine Werth- Verbindung der 
angegebenen Werthe von h' und k'f und eben so, umgekehrt: jeder beliebigen 
Werth- Verbindung des h' und Ar' entspricht unter den angegebenen Bedingungen 
eine, und nicht mehr als eine der Werth- Verbindungen des h und k. Ich 
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nehme jetzt mit dieser Doppelsarome noch die kleine Änderung vor, dafs ich 
sie mit auf diejenigen Werth-Verbindnngen erstrecke, welche h'=iK geben. 
Dies wird ohne Beeinlrflchtigung der Richtigkeit der obigen Gleichung ge- 
schehen können, wenn die Summe aller, der Werlh- Verbindung h' =^k! ent- 
sprechenden Glieder, nimlich JSa^^\ in Abzug gebracht wird. Es ist demnach 

für Ä'=l, 2, 3, • . . y*-2, Ä'=l, 2, 3, . . . y*-2. Die Werlhe des K und *' 
sind nun gänzlich unahhflngig von einander, und man kann die Suromalion in 
Beziehung auf beide einzeln ausfflhren. 

Summirt man zuerst in Beziehung auf h\ so erhfilt man 

also 

Schliefst man die beiden besonderen Fflile aus, wo r^O, oder r-f-1^0, 
Mod. Xy so ist wieder jede dieser beiden Summen gleich — 1, und man hat 
als Endresultat: 

welches die zweite Grund-^Eigenschaft der complexen Zahl 9^r(^) Ist, deren 
Analogie mit der entsprechenden Eigenschaft der complexen Zahlen der Kreis- 
tlieilung VV(^) euf der Hand liegt. 

In den beiden besondern Fällen, ri=0 oder rfl^O, Mod. A 
wird allemal eine der beiden Summen Sa!'''' oder Sa^'^^^^\ weil sie als- 
dann aus lauter Einsen besteht, gleich q^ — 2, die andere aber gleich — 1. 
jMan erhält demnach 

welches mit den oben angegebenen, aus der Definition unmittelbar folgenden 
Werthen von !Fy{a)= — 1 und !PLi(a)= — 1 flbereinstimmt, aber nichts 
Neues lehrt. 

Nach der ersten Grund -Eigenschaft der hier behandelten complexen 
Zahlen Ist: 

Wenn nun / eine gerade Zahl ist, so ist, weil q znm Exponenten t gehört, 
^^\ und 9*'^ — 1, Mod. iL Es ergiebt sich daher, wenn A = ^/ ge- 
setzt wird: 

Vr{ar') = V'.C«); * 

15» 
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woraus, vermöge der zweiten Grund-Eigenschaft dieser complexen Zahlen, 

^.(«) = y*' 
folgt. Efir den Fall, dafs / eine gerade Zahl ist, ist also die Zahl V^ia) in 
Wahrheit nicht eine compiexe Zahl, sondern einer Potenz der gewöhnlichen 
Primzahl f/ gleich. Das Haupt-Interesse der gegenwärtigen Untersuchung liegt 
demnach nur in dem Falle, wo t ungerade ist, in welchem ^^{a) nicht nur 
scheinbar, sondern auch wirklich eine compiexe Zahl ist. 

Zur vollständigen Erkenntnifs der complexen Zahlen V^rC^X namentlich 
ffir den Fall wo / ungerade ist , gehört noch die Zerlegung derselben in ihre 
complexen, idealen oder wirklichen Primfactoren, welche, weil nach der zweiten 
Grund-Eigenschaft derselben das Product zweier reciproker Zahlen einer Potenz 
von q gleich ist, nur die idealen Primfactoren des q sein können; also nur 
die Primfactoren f{a), /"(ß^;, f{cL^\ ... u. s. w. Von diesen sind bekanntlich, 

da q zum Exponenten t gehört, je / einander gleich, so dafs nur —7— wesent- 
lich verschiedene Primfactoren vorhanden sind; als welche, wenn ~ =:t ge- 
setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe % in dem Folgenden Oberall 
beibehalten soll), die Primfaclaren 

genommen werden können. Man hat daher 

wo E{€l) eine Einheit ist und m, Mi^ . . . m^^i die noch zu bestimmenden 
Exponenten sind, welche angeben, wievielmal jeder der verschiedenen Prim- 
factoren des q in VrW enthalten ist. 

Mittels der zweiten Grund-Eigenschaft der complexen Zahl ¥^r(<^) i^^nn 
nun sogleich die eine Häifle dieser Exponenten durch die andere Hfilfte aus- 
gedrflckt werden. Wenn nämlich, wie hier vorausgesetzt wird, t eine un- 
gerade Zahl ist, so ist r eine gerade Zahl, weil k — is^fr ist. Verwandelt 

man o in«-' und erwögt, dafs /*(«''*) = A«^^^^) =A«'^^^') «•»• ^- »^t, so 
erhält man 

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem vorigen, ao erhält man, vermöge 
der Gleichung ¥V(a) !Pr(«*^) =^ 9^ ff^^ die Exponenten m, iiti, 012, . . . »i,.i 
folgende Gleichungen: 
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Also ist die Samme je zweier dieser Exponenten, deren Slellenzeiger um 
]t anterscbieden sind, immer gleich /. 

Die vollständige Bestimmung dieser Exponenten ist etwas mühsam, föhrl 
aber, wie sich zeigen wird, zu einem ziemlich einfachen und sehr eleganten 
Resultate. Es müssen dazu Congruenzen angewendet werden, deren Modul 
eine Potenz der complexen Primzahl f(a) ist, und es. kommt dahei haupt- 
sächlich darauf an, die Wurzel a durch eine Potenz der primitiven Wurzel y 
zu ersetzen, welcher sie in Beziehung auf den Modul f{ay congruent ist. 

Dies geschieht auf folgende Weise. Wenn der Kürze wegen v == -^-j — ge- 
setzt wird (welche Bedeutung der Buchstabe v hier überall beibehalten soll), 
so ist, wie oben gezeigt worden: 

g'' ^E. a, Mod./'ra), 
oder, wenn man diese Congruenz als Gleichung schreibt: 

Erhebt man dies zur Potenz y, so ist 

und, da q den Frimfactor f(a) einmal enthält: 

g'^i ^= o% Mod./"(a)l 
Auf dieselbe Weise weiter schiiefsend, findet man, dafs allgemein für jeden 
Werth des k die Congruenz 

^r^^ rr= a'f\ Mod- /'(a)*+S 
Statt hat; und wenn für k ein Vielfaches von t genommen wird, da ^"'^1, 
Mod.i ist, so ergiebt sich 

^•^^"* = a, Mod. /•(«)"*+*; 
wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist. 

Nachdem Dieses vorbereitet worden, verwandle ich in dem ursprüng- 
lichen Ausdrucke, durch welchen Vr{^) definirt wurde, a in a)^ . Dann ist 

Man aelze ferner r-fl^y^» Mod. i, so wird (r-j-l)2^*^y^"", und wenn 
wieder yi den kleinsten positiven Rest von j^^ für den Modul il bezeichnet, 
80 ist (r-f-l)y'^y^_;, y"* ^ y.,., Mod. 1. Endlich setze man noch 

Ind.C^^'^'^-f ^) statt Ind. (^-f^) 9 welches demselben vollkommen gleichbe- 
deatend ist, indem ^ ^g ist, fOf den Modal f{a). Dann erhilt man 
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Wird nun die Con^aenz ^*'^''' ^ a, Mod. /*(«)"'"*"* angewendet, so ver- 
wandelt sich diese Gleichung in folgende Congruenz: 

Es ist aher 



^,«*i„d.(^Wi) ^ (/v"'+l)9"', Mod. /•(«)"'+». 
folgt, also 

Das Summenzeichen erstreckt sich auf die Werlhe 0, 1, 2, ... 9^ — 2 von 
h und es ist hier nicht weiter nöthig, den Werth h = ^{g*—l) auszu- 
schliefsen, weil fOr denselben der Ausdruck unter dem Summenzeichen con- 
gruent Null ist, für den Mod. /•(«)"'+*. 

Nun ist die unter dem Summenzeichen stehende Potenz des Binoms 
y^^^^-fl nach dem binomischen Lehrsätze zu entwickeln. Wird dabei durch 
II{in) das Product der Zahlen 1.2.3.4 ...m bezeichnet, so erhält man die 
daraus hervorgehende Doppelsumme in folgender Form: 

fflr Ä=:0, 1, 2, 3 , • . . y^ — 2 und ä = 0, 1, 2, 3, . . . /..vy"'. Setzt man 

für einen Augenblick — y^-/^^/"'-}'^ = ' ""^ ^^^^^ ^^® Summation in Be- 
ziehung auf h aus, so ist allgemein 

also immer congruent Null fflr den Modul fia)"*"^^; mit Ausnahme der Falle, 
wo / ein Vielfaches von y^-^1 ist. Es sei also 

/ = -r,-ivr'+k =- *(y'-l) = skr, 
80 ist 

wo sich das Summenzeichen auf alle ganzzahligen Werlhe von s beyJeht, fflr 
welche weder Y^iV-\'SlVy noch y^ivq^^ — /^-i^ — *^^ negativ wird. Wird 

endlich noch 8 = ^^^ 1 "" ~ ^ gesetzt und aufserdem a in af verwan- 
delt, so ergiebt sich 

^ri,«; — -^ ^/(y^^iyqf*— Ai^2)2r((y-,— ^^-1)^7"'+*^^) 
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fflr den Modal f(a^y ; wo das Snmmenzeieben aaf alle ganzzahiigen Werthe 
des z sich bezieht, für welche weder T^^-.^r"' — Xz, noch (y_£ — y^-O^^M"^* 
negativ wird. 

Durch diese Congruenz, in welcher n beliebig grofs angenommen wer- 
den kann, wird die Untersuchung, wievielmal ^^r(<^) den complexen Prim- 
facior fia^) enthält, darauf zurQckgeföhrt, zu untersuchen, wievielmal diese 
Summe, welcher ^r(^) congruent und welche eine nichtcomplexe Zahl ist, 
den Factor q enthalt; denn es ist klar, dafs, wenn n hinreichend grofs an- 
genommen wird, die Summe den Factor q genau ebensovieimal enthalten mufs, 

als ^r(^) den Factor f{(t^*) enthalt, welcher ein Primfactor von y und dessen 
(nl'\'iye Potenz der Modul dieser Congruenz ist. 

Zu diesem Zwecke werde ich zunächst beweisen, dafs, unter der Vor- 
aussetzung, ;^^ — y^^i sei positiv, dasjenige Glied dieser Summe, welches 
dem Werthe z==:0 entspricht, von allen die niedrigste Potenz von q als 
Factor enthält; in der Art, dafs jedes beliebige andere Glied als dieses, 
eine höhere Potenz von q als Factor enthalten mufs. Demgemäfs wird die 
Untersuchung, wievielmal die ganze Summe den Factor q enthält, darauf 
reducirt sein, zu untersuchen, wievielmal das eine dem Werthe z=^0 ent- 
sprechende Glied der Summe den Factor q enthält. 

Ich bedieihe mich hier des folgenden, wenn nicht bekannten, so doch 
leicht zu beweisenden Satzes: 

Lehrsatz: Wenn q eine Primzahl ist und die Zahl A auf die Form 

gebracht wird, in der Art, ditfs die Zahlen a, Ux^ a^^ . ^ . u^^i nicht 
negativ und alle kleiner als q sind (welches nichts anderes ist, als die 
Zahl A nach ytheiligem Zahlensysteme geschrieben), so ist die Anzahl 
der in dem Producte 

1.2.3.4 . . . J c= n(,A) 
enthaltenen Factoren q gleich 

Mitteln dieses Satzes läfst sich nun folgendermaafsen untersuchen, wie- 
vielmal der Facior q in dem Binomialcoefficienten .j^t ^ J> enthalten ist. Man 
giebt beiden Zahlen A und B diese Form, nämlich 
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so dars die Zahlen a^ a^^ 112, . . • tfi^t, h, 61, 62^ . . . fr^^i ^He kleiner als 
q und nicht negativ sind, nnd bildet folgende Reibe von Gleichungen: 

a-fÄ == «y + ^^ 

«+ ^1 4- *i = «i? +^19 

«1+ «2 -f *2 = «2^ +C2, 



in welchen die Zahlen c, c^^ r,, ... c^^i derselben Bedingung unterworfen 
sein sollen, dafs sie nicht negativ und kleiner als q sind, und in welchen 
demgemSfs die Zahlen b, b^^ €29 • • • ^k-i nur die Werthe i\W/ oder Eins 
erhallen können. Addirt man alle diese Gleichungen, nachdem die erste mit 1, 
die zweite mit q, die dritte mit y% u. s. w. multiplicirt worden, so erhält man 

A-\-B = C'\-c,q'\-Cr,q''-\ f <?Ä«i9*-* + fÄ-i9^ 

Nennt man N die Anzahl, wievielmal der Factor q in dem Bi- 

nomialcoSfficienten £i\y.TTtu\ enthalten ist, so ergieht sich nach dem obigen 
Satze : 

7-1 
oder, vereinfacht, 

und da durch Addition des aufgestellten Systems von Gleichungen 

ist, so erhält man 

Um die Anwendung auf die vorliegende Summe zu machen, welche 
dem !!Pr(^) congruent ist und deren einzelne Glieder Binomialcocfßcienten 
sind, setze man 

A = Y^^ivq'^' — Xvz, B = (^'^i— y«../)iY' + ^^^> 

J + Ä = r^vq^\ 
so wird 
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woraus so sehen, dafs die Zahlen r^ C|, r.^, .. ., bis c„,^i einschliefslich^ gleich 
NuH sein niQssen. Ist nun aufserdem auch a = a, =r=: iv, = . . . == a„i^i ■=: 
und Ä = ii = J2== • • • =T*i.f-i -=0, so folgt aus dem die Zahlen a, b, e 
und e verbindenden Systeme von Gleichungen, dafs nurh die Zahlen e, f|) 
e^, ... e.f^i gleich Nuil sind. Auch werden dorch diese Bestimmungen die 
Werthe der fibrigen Zahlen f^/, ^nfi-M *" ^>-i '^ Allgemeinen gar nicht ver- 
ftndert, und nur in dem ganz besondern Falle, wo in der Gleichung 

a„ffb„i=^q — l wÄre, würde *«/ von 6^,_, abhfingig sein, indem, wenn ^„^.1 
nicht gleich Null, sondern gleich EiiUf wflre, auch f^ den Werlh Eins statt 
Null erhalten würde. Durch andere als die angenommenen Bestimmungen 
der Werthe b, «,, f,, ... e„«.x können also die Werthe der folgenden Zahlen 
in einem besondern Falle zwar erhöht, niemals aber ernieärigl werden. Für 
diejenigen Glieder der zu yntersucbenden Summe von BinomlalcoßfBcienten, 
för welche die Bedingungen n = a^ = n^ =:=••• = a^^^i == und b ts^ h^ 
7=^2 =rr .'. =b„^,^ =0 erföllt werden, mufs demnach nothwendig die Total- 
summe aller 6, nSmlich {-j-^i-f- ••• -f c^^i, kleiner sein als fflr alle andern; 
d. h. die Anzahl der in solchen Gliedern enthaltenen Factoren y mufs noth- 
wendig kleiner sein, als die Anzahl der in einem der andern Glieder dieser 
Summe enthaltenen Factoren q. 

Vermöge der Bedingungen «= «^ = ... = a^^^i = und i = Aj = • • • 
• • • = b^t^i =^ ist 

Y^ivq'^ — Ivz '^ q^\a,, \ «,,+, ^ + • • + «ä-i 9*^'"-') und 

woraus folgte dafs z durch y"^ theilbar sein mufs. Setzt man daher z=^q'**z\ 
und beachtet, dafs y^i <C ^ - und nach der obigen Voraussetzung auch 
Y^^t-^Y^-i positiv und <; l \s\, so zeigt sich aus den Bedingungen, dafs 
/^-iy"'-->.c und (y-i--y^^.)y'''+A« nicht negativ werden dürfen, dafs «'=:-0, 
also auch z=:0 der einzige Werlh von z ist, welcher diesen Bedingungen 
genfigt. Da ferner jeder andere Theil der zu untersuchenden Summe den 
Factor q öfter enlhAlt, als der dem Werthe «=:0. angehörende, 90 folgt, 
dafs die ganze Summe den Factor q genau eben so oft enthalten mufs, als 
dieser eine Theil derselben, und dafs also endlich die complexe Zahl %{ai) 

den complexen Factor f{oy^) genau eben so vieiemal enthält, als der Binomial- 

CreUe*f ioumal f. d. Bf. Bd. XLIV. üeft). 16 
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coefficient 



den Factor q. 

Um diese Anzahl mittels des obigen Satzes zu finden, bringe ich die 

Zahl y^v, in welcher i/ = ^-j — ist, auf die Form 

wo d, </i, ... df^i alle kleiner als t/ und nicht negativ sind. Alsdann ist die 
Anzahl der in dem Producte /7(/A^y''0 enthaltenen Factoren q gleich 

Mulliplicirt man den Ausdruck des /^v mit X, so erhält man 

Hieraus folgt zunächst, dafs ^h-l-i-d durch f theilbar ist. Setzt man 
also y^'l-Xd^^dq, so folgt weiter, dafs auch S-\-Xdi durch q theilbar sein 
mufs u. s. w. Man erhält also folgende Reihe von Gleichungen: 

n 4- ^^ == ^Vy 



in welchen die Zahlen ^^ (T| , cT, , . . . J/.i alle kleiner als 1 nnd positiv sein 
müssen. Macht man aus diesen Gleichungen Congruenzen fflr den Modul X, 
und ersetzt // durch eine Potenz der primitiven Wurzel j^ (welche, weil y 

zum Exponenten / gehört und r = ~ ist, nothwendig q ^ y"^ sein mufs, 

wo m eine relative Primzahl zu t ist): so erhält man 

also 

und da alle diese Zahlen positiv und kleiner als k sind: 

Addirl man alle die Gleichungen, durch welche die Zahlen d, ift, ... dt^g 
mittels der Zahlen d, ^i, ... Si_i bestimmt werden, und setzt fflr die letzteren 
ihre gefundenen Werthe, so erhält man 
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Die Reihe der eine Periode bildenden Reste 

/A-wt + yA-2» r -f yA-3«T -f •••-{- /ä- fr 

ist, weil m relative Primzahl zu / ist, wenn man von der bestimmten Ordnung 
der Glieder absieht, dieselbe wie 

Diese ist, wie man weifs, immer durch A theilbar, aufser TQr t=iy wes- 
halb sie durch XSh bezeichnet werden soll, so dafs 

ist. Demzufolge giebt die vorige Gleichung: 

und man erhfilt die Anzahl der in dem Producte Ui/^yq'**) enthaltenen Fac- 
toren q durch die Zahl 

ausgedrfickt. Setzt man nun y^i — y^i^ welches nach der Voraussetzung 
positiv und nothwendig kleiner als X ist, gleich /«, und nimmt sodann nach 
einander A= — i, A:=p — i und h^=a, so erhält man fQr die Anzahl der 
in dem Binomialcoefficienten 

TKr^iVif^) 

enthaltenen Factoren g: 

Genau eben so vielemal enthält also, nach Dem was oben bewiesen 

wurde, die complexe Zahl !Pr(^) den complexen Primfactor A^^')? ^^^ heifst: 
in dem Ausdrucke 

werden diejenigen Exponenten mi, für welche /.£ — /^.j eine positive Zahl 
ist, durch die Gleichung 

bestimmt. 

Aus der Gleichung y.,- — y^^i = y^ folgt die Congmenz y""*— y^~*^y^ 
oder 1 — y^^/"^^ Mod. 1^ und da y^^r-j-l ist, so folgt weiter — r^y*'+' 
oder r^y*'+^^. Es ist also a^if^fi^InA.r oder a^ju — i -find. r, 
Hod. i — 1, wenn das Zeichen Ind., wie oben, sich auf den Mod. A und 
desflen primitive Wurzel y bezieht; und da eben so (»^ Ind.(r-|-1) ist, so ist 

16* 
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Die mit S/, bezeichneten Zahlen haben aber^ wie bekannt, die Eigen- 
scliaft, dafs S/^^^=^t — Sf^ ist Also kann dem Ausdruck des fW; auch eine 
der folgenden beiden Formen gegeben werden: 

oder 

Es ist jetzt auch nicht schwer zu zeigen, dafs die Bestimmung der 
Exponenten ot/, welche bis jetzt nur für diejenigen Werlhe des t bewiesen 
wurde ^ fflr welche j^^i — y^i positiv ist, ebensowohl für alle andern Werthe 
\on i gSltig bleibt. 

Aus der Gleichung y^^/^ = i — y^^ folgt, dafs 

Wenn also i einen Werth hat, welcher der Bedingung, dafs y^ — y^^ 
positiv sein soll, nicht genagt, so genügt dagegen allemal der Werth t-f /^ 
dieser Bedingung. Ferner kann das oben gefundene Resultat, nach welchem 

«*i-}-^|r = '> ^'öil '^1 =^ »li^T = ^i+2t U. 9. W. und /. |^X=jU = 4(l — 1) 

ist, auch so dargestellt werden, dafs lAj-f M;^^=s/ ist. Es sei nun t eine 
Zahl, welche der obigen Bedingung nicht genOgt, so ist dagegen fi'\-% eine 
solche Zahl, für welche der gefundene Ausdruck fOr iii,^.^ richtig ist Setzt 
man diesen aber in die Gleichung »!,• = / — ^i-k-fi^^ so findet man, vermOge 
der Gleichung Sf,^u^==rt — Sk^ für m,- wieder denselben Ausdruck; wdcher 
also für alle Werthe des t richtig ist 

Die Zerlegung der coroplexen Zahl Vr{a) in ihre complezen Primfactoren, 
welche nur die complexen Primfactoren des y sind, wird demnach durch fol- 
gende Formel ausgedrflckt: 

in welcher E{a) eine complexe Einheit, f{a) ein eomplexer idealer Prim- 
factor der für den Modul X zum Exponenten t gehAreoden Primzahl f ist; 

ferner x = ~ und 

Die complexe Einheit £(«), weldie in diesem Ausdrucke als Factor 
vorkommt, ist nothwendig unbestinHnt, so lange fiber den complexen Priai- 
factor f(a\ welcher im Aligemeinen ideal sein wird, keine nAhere BestiaMamif 
gemacht ist« Stellt man sich aber diesen Ausdruck zur.fften Potenz erhoben 
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w 

vor, wo H der Exponent detjenigen Polens sein soH, fOr welche /"(ct)^ zu 
einer wirklichen compiexen Zahl wird, so kann man dieselbe iminer so dar- 
stellen, dafs sie nicht die einseinen Wurzeln a, a\ ... c^''\ sondern nor die 
Perioden derselben enthalt; nämlich die r Perioden von je t Gliedern. Es 
roufs alsdann« weil, wie oben bewiesen wurde, V^^nc) auch nur diese Perioden 
enlhSlt, die Einheit E(n) ebenfalls nur aus diesen Perioden zusamniengesetst 
sein. Aus der Gleichung V^r(«)*'r(«"*)=^-=y* folgt ferner, dafs Ea)E{a-')—:i 
sein mufs; woraus nach einer bekannten Eigenschaft aller Einheiten folgt, dafs 
E{a) nur gleich +a^ sein kann; und da B{a) eine solche einzelne Wurzel a* 
nicht enlhaken kann, so folgt endlich, dafs E(a)'==^±l ist; nämlich, wenn 
f\a)^ als eine^ nur die Perioden enthaltende wirkliche complexe Zahl dargestellt 
angenommen^ wird. *Diese Zerlegung der compiexen Zahl V^{€i) soll als die 
dritte Grund ^ Eigeneefiaft derselben bezeichnet werden. 

Schliefslich bemerke ich noch, dafs dieser Ausdruck der compiexen 
Zahl !P,.(a) durch ihre Primfactoren fflr den Fall /= 1 den entsprechenden 
Ausdruck der Kreistheilnngszahl ipr{'^) giebt, welchen ich in dem vorher- 
gehenden Paragraphen dieser Abhandlung angewendet und zuerst in dem Pro- 
gramm der Universität Breslau zur Jubelfeier der Universität Kömg.^herg 
im Jahre 1844 ond später in diesem Journale (Band. 35, S. 362) gegeben 
habe. An demselben Orte (S. 364) wird man auch schon eine Anwendung 
der compiexen Zahl 9V(a) finden, von welcher ich damals ni{r die Zerlegung 
io die Primfactoren kannte, und wnfste, dafs sie eine wirkliche complexe Zahl 
sei, fBr welche aber der in der gegenwärtigen Untersuchung zum Grunde 
gelegte, der compiexen Kreistheilnngszahl ^rip) vollständig entsprechende 
Ausdruck 

V^{a) = jgix-CH-iyi+i«d.(^Ä+i) 

mir damals noch unbekannt war. , 

$. 3. 

EnlwtckeloQg der fndices der compiexen Einheiten und der Zahlen % und 1— a^, 
für welche der Modul eiae zu einem beliebigen Exponenten gehiSrende 

complexe Primzahl i%\. 

Mitteb der in dem vorigen Paragraphen entwickelten Eigenschaften 
der. compiexen Zahl H^^^a) kAanen nun die Indices der compiexen Einheilen, 
so wie der Zahlen il und 1 — a*, auch fOr den Fall gefunden werden, wo 
der Modul f{a)^ auf welchen sich die Indices beziehen, ein complexer 
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• 
idealer Primfactor einer zum Exponenten / gehörenden nichtcomplexen Prim- 
zahl y ist. Die AnsdrOcke derselben sind den in deiQ ersten Paragraphea 
fflr den speciellen Fall / = 1 gefundenen, nameniUch den beiden letzten der- 
selben. voUsIflndig entsprechend. Ich untersuche also sogleich den (X — 2n)len 
Oifferentialquotienten des Logarithmen der complexen Zahl Vr{a)y in welcher 
die Wurzel a durch die variable Exponenlialgröfse «''zu ersetzt ist, fflr 
den Werth p = 0. 

Es sei demnach 
für Ä=:0, 1, 2, ... ^' = 2, mit Ausschlufs von A = i(y*— 1). Dann ist zunfichst 

d^-^UWr{e^) _ " \ dv J ^frje^P 

und wenn man zur Abkflrzung fflr einen Augenblick >. — 2ri — l=wi und 
hif)^v ) = f^ setzt, so folgt hieraus nach den Regeln der Differentiation eines 
Products zweier Factoren : 

Macht pian jetzt Gebrauch von der zweiten Grund-Eigenschafl der complexen 
Zahl V,{a), nach welcher 5P;(a) ?F^ («-') = y' ist, so erhält man folgende, fflr 
Jeden beliebigen Werth der Variabel v geltende Gleichung: 

SP;(e") y,(e-^) = q'+ V; W; 

wo F= l-j-e^-f «*"+ '•• ^^"^^"^ und W eine ganze rationale Function von «^ 
ist. Hieraus folgt 

und wenn man den iten Differentialquotienten nimmt, 

Setzt man nun r = und macht aus dieser Gleichung eine Congroenz 
fflr den Modul i, so verschwinden V und alle Differentialquotienten des V, 
bis zum (X — 2)ten einschliefslich, weil sie durch X theilbar sind; und wenn man 
noch beachtet, dafs y'^l^ Mod.it ist, so erhAlt man 
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fflr alle Werthe 0, 1^ 2, ... X — 2 von i, oder, was Dasselbe ist: 

wenn der Kürze wegen der tle Differentialqaotient von ^'^rC^*') für i; = 
durch Dl bezeichnet wird. Der obige Aufdruck des (1 — 2ii)ten Differen- 
iialqootienten .von l^rifi') nimmt daher für r = folgende Geslalt an: 

^^i^i j — = D^^tDn — yD^Dx-f '^ g ' D^_iD,— .-., xWod. ^. 

Dnrch Differentialion des oben gegebenen Ausdrucks für ^rifi"") erhält 
man nun fflr r = 0: 

D^ = -2?(-(r+l)/i + Ind.(/+l)y 
für Ä = 0, 1, 2, ... y' — 2, mit Ausschlufs von Ä = i(9*— 1). Setzt man, 
upi abzukflrzen, fflr einen Augenblick 

~(r+l)Ä+Ind. (/ + !)= Ca und -(r+l)*+Ind. (/+1) = C», 
so ergiebt sich 

— ^f;;!!?;; = ^-^K^-k ^*— Y^^^*T i,2 ^^ '^^ v' 

wo die Doppelsumme auf alle ganzzahligen Werthe des h und A:^ von bis 
q^ — 2, sich erstreckt; mit Ausschlufs des Werlhs Ä=^(y*' — 1) und k=^\{(if — 1). 

Summirt man nun die Binomialreihe unter den beiden Summenzeichen, so 

• 

erhfilt man 

und wenn für C^ und C^ und für m wieder ihre Werthe gesetzt werden: 

X(-(r-hl)(Ä-&) + Ind.(/+t) + lDd. (/+!))'-»->, 
far Är=0, 1, 2, . . . 7' — 2 und A;=0, 1,2,.. .7* — 2, mit Ansschlofs 

von Ä = i(^-1), * = iY-l). 

Man Iransformire nun diese Doppelsumme, in weiclier alle Glieder, die 
gleichen Werthen von h und h angehören, als congruent Null, von selbst weg- 
fallen, 'durch dieselbe Substitution, w^elcbe oben Im zweiten Paragraphen zur 
Transformation einer ähnlichen Doppelsumme augewendet worden ist, nämlich : 

y»-* = /', -^if = /', Mod. /•(«), 

sb erhalt man diesen (1 — 2n)ten Differentialquotienten durch die Doppelsumme 

JS'^(-(r+l)Ind.(/'-l)-i-Ind.(y»-l)-}-rInd.(/-y^'))((»-+l)*'-A)'-'- 
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ausgedrackt, yro b! und k alle Werlbe 1, 2^ 3, • • . q^—2 bekommen mOssen, die 
Werlhverbindung h'ss=:k' aber aosgeschlosseo ist. Mao j.eriege diese Doppel- 
summe in folgende drei Theile: 

-S'iE'lnd. (V*' " 1) ({r-|. 1) A'- Ay-^*"S 



.r22lnA.(y-s/'')i{r+iyk'-A'j 



^ 



and suche die Werlhe dieser drei Theile einzeln ; mit dem ersten Theile an- 
fangend. Um in demselben die Werthverbindung k=^h! nicht ferner aus- 
schliefsen zn mflssen, föge man den dieser Werthverbindung entsprechenden 
Theii mit entgegengesetztem Vorzeichen hinzu. Der erste Theil ist 
+ r*-^«-»(r4.1)-2»'^-'-"*Ind.(/'-l)-(r4-l)-r^Ind.(/'-l)(^^ 
wo jetzt den K und K alle Werthe von 1 bi;$ q^~ 2 einschliefslich^ ohne Aus- 
nahme, zu geben sind. Ich fahre nun die Summalion in Beziehung auf K aus^ 
indem zu bemerken ist, dafs 7'— Ihe'O, Mod. A und dafs die Summe JS*Ar'' 
ebenfalls congruent Null ist, fOr jeden der Werlhe 1, 2, 3, ... 1 — 2 von i. 
Dies giebt zunächst 

Der erste Theil ist vermöge Dessen dem folgenden Ausdrucke congruent: 

(r-f- 1)(1 -f r^-"-»):2*'^'^-Mnd. (/'-!). ' 
Genau auf dieselbe Weise findet man den zweiten Theil congruent 

Um auch den dritten Theil auf eine Ähnliche einfache Summe zu re- 
duciren, dehne man die Werthe von A' und k' auch auf den Werth A':=0 
und ^'==^0 aus; welches ohne Weiteres geschehen kann, wenn man die diesen 
Werthen entsprechenden Glieder 

subtrabirt. 

Ich verwandle nun diese Doppelsomme. in welcher jetzt k' und k alle 
Werthe von bis y< — 2 einschlielslich haben (jedoch mit Ausscblufs der 
Werthverbindung k'=:k% indem ich A'-| A' statt A' setze; wodurch sie fol- 
gende Form annimmt: 

r-S^Clnd. (/'— 1)t*') (rA'— A')^^-', 
für A'=:0, 1,2, 3, ... y' — 2 und A'==l, 2, 3, .!. y*— 2. DieSummation 
in Beziehung auf A' Iflfst sich wieder ohne Schwierigkeit ausfahren und giebt 
das Resultat, dafs die Doppelsumme einfach congruent Null ist, fOr den Modul iL 
Der dritte Theil ist den beiden einfachen Summen, welche zu subtrahiren 
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waren, deshalb congroent, damit die Werlhe von h' und k' aach auf A'^0 

* 

and k'=^0 ausgedehnt werden konnten. Diese zusammengefafst, gehen den 
dritten Theil congruent 

Fafst man alle drei Theile wieder in einen zusammen , so' erhält man nach 
einigen leichten Rednctionen: 

für Ä'=^l, 2, 3, ..• <i* — 2\ 

Die hierin enthaltene einfache Summe kann nun auf folgende Weise 
leicht als Index der complexen Einheit E^^a) dargestellt werden. Zuerst werden 
alle Glieder, fQr welche A' durch l theilbar ist, als congruent Null, wegge- 
lassen, und dann wird /i'=t-f ^A: gesetzt und es werden dem i die Werthe 

1,2, 3,... A—1, dem Ä die Werlhe 0,1, 2,... v—1 gegeben (wo i/ = 2!zii 

ist). Dann ist 

-TÄ'^-^'-Mnd. (/'-!) := -S'^iV''-*Ind. (y+*^-l), 

für f = 1, 2, 3, ... i— 1, Ä=:0, 1,2, ...y— 1. Nun ist aber, wie leicht 

zu beweisen, 

(y-i)(^'^'-i)(y'"''-i) ••• (^'•^^•'-*^'-i) = i-r, Med. /•(«), 

also auch 

-Tlnd. (/+"-!) = Ind. (1-^^') = Ind. (l-«0, Mod. i, 
indem ^'^ =e a, Mod. f(a), ist. Die Ausführung der Summation in Beziehung 
auf k giebt daher 

für 1 = 1, 2, 3, ... il— 1. Setzt man iy statt i, multiplicirt mit 7^" und snb- 
Irahirt von der so erhaltenen Congruenz die unveränderte, so erhält man 

(/--l):SÄ'^-^"-^Ind.(/'-l) = -S^-^-^Ind.(~^C), Mod.Ä, 

Verwandelt man endlich t in ;^, so zeigt sich sogleich, dafs die Summe rechts 
in dieser Congruenz dem doppelten Index der Einheit 

congruent, also 

(y"^" - 1 ) jSÄ'^-'"-* Ind. (/' — 1 ) = 2 Ind. E, (a) 

ist. Dadurch hat man nun folgenden Ausdruck für den Index dieser Einheit: 
Ind.B„(a) = 2(.l+f4-^-'-(r+l)-^-"-^-) ' — ä^S^^ — ' "^^- ^• 

CreUe^i Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. 17 
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Diese Formel, welche der entsprecbendeD, im ersten Paragraphen fOr 
den besondern Fall /==1 bewiesenen gans gleich is(v gi^ht die Indices der 
Einheiten £i(a), Ei{a\ n. s. w.; also auch die Indices aller Einheiten, weiche 
durch diese sich darstellen lassen. Es ist aber hier nicht nöthig, die Indices 
aller dieser Einheiten £^i(a), E^{ol)^ . . . E^^i{d) nach der Formel besonders 2u 
berechnen, denn es larst sich leicht ein- fflr allemal zeigen, dafs för alle Werthe 
Yon n, fOr welche X — 2ii nicht durch / tbeilbar ist, der Index Ind. £„(a) 
nur congruent Null ist. Es kann Dies auf folgende Weise aus dem gefundenen 
Ausdrucke des Ind. £«(a) selbst abgeleitet werden. Da, vermöge der ersten 
Grund-Eigenschaft der complexen Zahl Vr(^)^ dieselbe nur die r Perioden von 
je t Gliedern, nicht aber die Wurzeln a, et', . . . o^*"^ einzeln enthalt, so ist 

woraus nach den schon mehrmals angewendeten Principien 



und weiter 



oder 









folgt. Es mufs also nothwendig, entweder 

y(i-.»)._l=0, oder A^j^(£l = o 

sein, für den Mod.il. In dem letztern Falle ist aber Ind. J?«(a)=EO, Mod.il^ 
und nur wenn /^""^"^^^l, Mod. A^ ist, kann lnd.E„(a) einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben; also nur dann, wenn (il — 2a)T ein Vielfaches von 
X—i=itr oder, was Dasselbe ist, wenn X — 2it ein Vielfaches von t ist; 
wie behauptet wurde. Dasselbe läfst sich flbrigens auch ohne Hülfe der all- 
gemeinen Formel för Ind. E^(a) auf elementare Art leicht beweisen. 

Aus dem gefundenen Ausdruck des Iai.E^(a) wird nun ein anderer, 
welcher nicht die complexe Zahl ^rW^ sondern den Primfaotor f(a) selbst 
enthalt, mittels der dritten Grund -Eigenschaft der ^PrC^)) welche ihre Zer- 
legung in die Primfactoren giebt, anf folgende Weiae hergeleitet. Wenn der 
im Allgemeinen ideale Primfaetor f(ja) als Hie Wnnel aus der Potent f(ay 
dargestellt und H so angenommen wird, dafs fia)^ eine wirkliche complexe 
Zahl ist, so kann, wie sdion oben bemerkt, diese wirkliche complexe Zahl /(a)^ 
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immer so angenommen werden, dafs sie nur die r Perioden von je / Gliedern 
entliftlt. Bei dieser Annalime hat man 

Vr{a) = ±f(a)'^f(ar)^^f(ayY^ . . . f{ar"y^'' und 

Daraus folgt sogleich 

— dv^i=^- = ^ d^-^ r»«i rf^A, t •••+»»T-i 3;;zr2;i , 

oder 5 vereinfacht: 

Es ist nun die rechts in dieser Congruens vorkommende Summe zu 
suchen, welche durch den Buchstaben R beseichnet werden soll, so dafs 

ist. Es wird auch hinreichen, diesen Werth von R nur fQr diejenigen Werthe 
voji n zu suchen, fOr welche il — 2n ein Vielfaches von / ist; denn wenn 
dies nicht der Fall ist, so giebt die Congruenz, nach Dem was oben ge- 
zeigt, nur identisch 0^0, Hod.;i. Wird mehrerer Einfachheit wegen das 
Suromenzeichen angewendet und für titj sein Werth gesetzt, so ist 

fflr t = 0, 1, 2, .• • % — 1. Nun sollen hierin fflr die drei Gröfsen iS'^.,, 
®i/-*>ind.r and Ä^«i+i„d.(r+i) ihre Werthe nach der Formel 

1 i 

gesetzt werden. Alsdann sind, wegen des als Nenner vorkommenden X, 
wieder Congmenzen fOr den Modul 1^ zur Bestimmung von R nöthig, und 
deshalb soll y^^^"'^'*^ statt y^^"^'*^ genommen werden, welches demselben ffir 
den Mod. l congruent ist. Wird sodann mit il multiplicirt , so erhftit man 
folgende Congruenz: 

fflr den Mod.il% wo die beiden Summenzeicben auf die Werthe f==0, 1, 2, ... 
... T— 1 und Ar==0, 1, 2, ... t—\ zu beziehen sind. Setzt man i-^ki 
statt t und beachtet, dafs bei dieser Veränderung ^^^'^"> in Beziehung auf 
den Mod. it^ unverlndert bleibt, weil il — 2ii nach der Voraussetzung durch t 
theilbar und <rs= A— 1 ist, so verwandelt sich die Doppelsumme in die einfache: 

IR = :2j^^^-'->(y^.«+y^.£+i.u..-y^..>»Ki.(r.+i)), Mod.l^ 
fflr ts=:Q, 1, 2, ... ;i — 2. 

17» 
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Vergleicht man nuD dieses Resultat mit dem in der ähnlichen Unter- 
suchung im ersten Paragraphen dieser Abhandlung gefiindenen Ausdrucke der 
dort mit T bezeichneten Summe, so findet sich XR^kT, Mod. x% also R^T, 
Mod. X. Macht man demnach von dem oben gefundenen Werlbe von T Ge- 
brauch, so erhält man 

R = (-D-Cl + r^-^'-Cr+l)'-^')-^, Mod.il, 

also 

Der gefundene Ausdruck des Ind. £?;(a)* giebt demnach folgenden neuen Aus- 
druck des Index dieser Einheit: 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem entsprechenden, für den 
besondern Fall t = l im ersten Paragraphen geftndenen, zeigt, dafs er genau* 
derselbe ist, wie jener, dafs also in allen Fällen, ohne Unterschied, d. h. für 
alle complexen idealen Primfactoren f(a) als Moduln, derselbe Ausdruck gilt. 

Es bleibt noch flbrig, auch fflr die zu einem beliebigen Exponen- 
ten t gehörigen Primfactoren /"(a), als Moduln, den Index von l und die 
Indices der Primfactoren des l von der Form 1 — a^ zu suchen. Zunächst 
läfst sich leicht zeigen, dafs Ind. (A) allemal congruent Null ist, wenn / nicht 
gleich Eins ist; alsa fflr alle Moduln, mit Ausnahme der in dem ersten Pa- 
ragraphen behandelten. Für diese Moduln ist. nämlich nicht blofs Ind. {l\ son- 
dern Oberhaupt der Index Jeder nichtcomplexen ganzen Zahl congruent Null. 
Denn aus der Congruenz 

a!z± 

c ^ = «'"% Mod. /•(«), 
in welcher c eine beliebige (jedoch nicht durch f(a) theilbare) nichtcomplexe 
Zahl bedeutet, folgt, wenn a in ä^^ verwandelt wird, weil f(a)i=:f(af) ist: 

i^ = ay''"% Mod./^(a), 

also ai««».^ = ay^«»d.r^ Mod./^C«), mithin auch Ind. c = y^nd. c, Mod.i, and 
Ind. (c)==0, Mod.it; mit Ausnahme des einzigen Falles, wo ;^^^1, also 
T:=i— 1 und / = 1 ist. 

Um auch Ind. (1 — a^) fQr die in diesem Paragraphen behandelte Modoln 
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an« nä gebe fieser GieichHg die Fom 

Man drtcke fie Einheiten« i^elcke lüerin ^orkosaien« aKe d«rrii die Kreis- 
theilangs- Einheiten e(a;« e^e?j\ n.s.w« ans« 50 erhih man 

and wean a in a* Tcnranddt wird: 

Man Behae au avf beiden Scileo die ladices fir dea Xodd fjo\ $• efjciek 
sieb, weU lDd.(Ä} = ist: 

= — Iiid.(l— ff»)— «ir— Ind.#Ca' — 2Ind.*y7) ;i— l^l«d,*v«*'' *^* 

wo ly = fr' — 1, oder, nit ADwendanf des SmaeBtcicheK « 

Ind.(l— «r») = —if*r — ^A lad. #:«?*»*■*) 

flir A = 1, 2. 3, ... Ä— 1 isL Man drücke feraer lBd.e(r*'^*) darvli die 
Indiees der Eiabeitea Eg(a% Ei{c\ ... E^i[n) adlleb der For»«l 

lBd.e(«:*-') £= — 2:?;-*^"Iad.£,(«^ 

ans, ffir » = 1. 2. 3, . . . u — 1 , so wird 

Ind.(l — o*) = — .«At- 2i'i"A;'^-'»Ind.i:.(«»S 

fllrA=:l,2,3,...i— 1 ODdn=l,2,3,...M — 1. DieSummalioQ ia Beuebua|t 
aaf k wird nacb der leicbt zu beweisenden Formel 

aasgefAhrt and giebt 

för « = 1, 2, 3, ... jte— 1. Endlich kann man noch von der Eigenschaft der 
Einheit E»{a) Gehranch machen, nach welcher 

ist. Vermöge derselben erhilt man 

Ind. (1 -«») = - Mky i 2s!^:^^ , Med. l , 

fOr n= 1,2,3, .../( — 1. Dieser Aasdrack, welcher darauf sich stQtiU M» 
lnd.(il) = ist, gilt aber nicht fflr den Fall ^—1, für welchen die in dorn 
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ersien Paragraphen gegebenen Ausdrücke von Ind. (X) und Ind. (1 — a^) ra nehmen 
sind. Es könnten auch ffir Ind. E„(a) die gefundenen Ausdrflcke hier ein- 
gesetzt werden ;' da ' aber dadurch keine besonders eleganten Formeln entstehen, 
so mag es hinreichen, den Ind. (1 — a^) durch die oben gefundenen Indices 
der Einheiten £7i(a), E^{a)^ . . . E^^i(a) ausgedruckt so haben. 

S. 4. 
Ober die Anwendung logarithmiscber Ausdrucke der complexen Zahlen auf Congruenzen, 

deren Modul X oder eine Potenz von X ist. 

Die Anwendung der in dem vorhergehenden Paragraphen gefundenen 
Resultate auf die allgemeinen ReciprocitStsgesetze , welche ich in dem Fol- 
genden zu geben gedenke, erfordert, dafs ich sunichst eine allgemeine Me- 
thode mittheile, nach welcher Congruenzen für den Modol X, oder eine Potenz 
von il, namentlich wenn sie Producte mehrerer complexen Zahlen und Potenzen 
derselben enthalten, auf die einfachste Weise eben so behandelt werden können, 
wie in der Analysis dergleichen Ausdrücke mit Hülfe der Logarithmen. Eine 
Andeutung einer solchen 'Methode, welche ich in der Form, wie ich sie hier 
entwickein werde, schon seit mehreren Jahren vielfach angewendet, aber bisher 
noch nicht veröffentlicht liabe, findet sich in einer Abhandlung des Herrn 
EisensUin (im 39ten Bande dieses Journals S. 351), auf welche Abhandlung 
ich in dem Folgenden noch einmal zurückkommen werde. 

Ich stelle für den Logarithmen einer complexen Zahl, in Beziehnng 
auf den Modul X'*'^^ genommen, folgende Definition auf: 

Wenn ip(a) eine complexe Zahl ist, welche den Factor 1 — et nicht enlhfilt, 
so dafs auch ^(l) nicht ^0, Mod. 1 ist, so soll unter dem Ausdrucke 

l(^) für den Modul r+^ 

die endliche Anzahl von Gliedern der Reihe 

y(g)-~y(l) , /y(a)-»(l) Y i i / ^y(«)~y(<) V 

verstanden werden, welche nicht congruent Null sind für den Modul l^"^^. 

Dafs die Glieder dieser Reihe, von einem bestimmten an, wirklieh alle 

congruent Null werden, für den Modul A""^^, erhellet daraus, dafs 9>(tf) — y>(l) 

den Factor \ — a enthält, und dafs (1 — a}^*^ durch it theilbar ist. Wenn 

nämlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe 



« • • 



j_/jjp(o)--2(i)\» 

^ k\ wlU J 



W. Kummer, wm den ReeiproeiiätMgeieizen» 131 

k nicht darch it Iheilbar ist, so ist Dasselbe allemal congruent Null fOr den 
Modul r+S sobald A>(;i— l)(ii-f 1) ist. Wenn aber k den Factor l enthalt, 
und man setzt k=^cX% wo c nicht weiter durch it Iheilbar sein soll, so 
Difissen noch die a Facloren l des Nenners durch (l — i)a Factoren i — a 

des Zfthlers compensirt werden. Wenn daher A:>>(il-— l)(n-fa'|'^) ^^8^" 
nommen wird, so sind alle Glieder congruent Null für den Modul r~^\ In 
Besiehung auf diesen Modul bricht also diese Reihe nothwendig ab. Die Lo- 
garithmen der complexen Zahlen fOr den Modul A"+^ sind demnach nur end- 
liche Ausdrflcke, d. h. sie sind selbst nur gewöhnliche complexe Zahlen. Auch 

geht aus der Definition hervor, dafs '^ttt) fOr ^^^ Modul X"'^^ nur einen 

einsigen bestimmten Werth hat, wenn nAmlich aufser <p{a) auch ip{i) nur 
einen bestimmten Werth bat. Aus den bekannten Eigenschaften der Reihe, 

durch welche f(^^J dargestellt wird, erhalt man femer sogleich für die 

Grund -Eigenschaften dieser Ausdrücke: 

Es kommt nun darauf an, fflr / (^|^M , Mod. it'"^^ den einfachsten 

Ausdruck su finden. Zu diesem Ende werde die complexe Zahl ip{a) — 9(1)9 
welche durch 1 — a fheilbar ist, auf folgende Form gebracht: 

y(a)-y(l) = J,(l-a) + J,(l-a)H ..• +^,^la^-^ 
SteDl man sich diesen Werth in die obige Reihe gesetzt vor, welche nur so 
weit fortgefahrt anzunehmen ist, als die Glieder nicht vqn selbst wegfallen, 
weil sie congruent Null werden, und dann die einzelnen Glieder alle entwickelt, 
nach Potenzen von 1 — »> so erhftit man eine Reihe von folgender Form: 



Mod. A^^'. 






CA\-u) , fi (!-«)» , fi(l-a)' 



W)/-^ ^.9KiV^ 2.y(i)« + 3.9(1)« +---^ Mod.r-^S 

welche man ebenfalls nur so weit fortzusetzen braucht, als noch Glieder sich 
finden, welche nicht congruent Null sind. Wendet man das Summenzeichen 

an und verwandelt a in a^, so erhalt man 

l (9{ar^) \ _ ^ Ct(l-a r*y , 

und wenn man mit /*^^^ multiplicirt und die Summe fOr A = 0, 1, 2, . . . X — 2 



132 W. Kummer, von den Rectprocifälsgescfzen. 

Ainimt, so ergiebt sich 

fr \-^(ir) =■■ 7"^' hfü)' 

Wird nan die tte Potenz von 1 — a" nach dein binomischen Lehrsatze ent- 
wickelt, so erhall man 

Tolglich 







^ i o\' in(»)n\,i—H). 



Nan fahre ich folgende fOr die hier zu hehandelnden logarithmischen 
Ausdrücke besonders wichtige complexe Zahl ein: 

Diese durch X|^{a) bezeichneten complexen Zahlen haben mehrere besondere 
Eigenschaflen, welche denen des entsprechenden Ausdrucks der Kreistheilung 

wo a eine Wurzel der Gleichung a^=l und ß eine Wurzel der Gleichung 
ß^''^ = 1 ist, ganz analog sind. Fflr den gegenwärtigen Zweck* aber soll nur 
von der einen Eigenschaft derselben Gebrauch gemacht werden, nämlich von 

welche Eigenschaft aus der Definition selbst leicht zu beweisen ist, und als 
deren specieller Fall , fOr m = 1 , noch der Congruenz 

ATiCO = M)*Ä',(«), Mod.r-^s 

besonders erwähnt werden mag. 

Durch Einfflhrung des Zeichens Xi,{a) wird die obige Gleichung föf- 
gendermafsen dargestellt: 

Man zerlege nun die Summe rechter Hand in X Partialsummen, indem man die 
Fälle sondert, wo «^0, s^\^ «^2, ... 8=E:1—\ ist, fflr den Modul il. 
Dabei bezeichne man durch P^ folgende Summe von iBinomlalcoefficienten: 

Alsdann ist 
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Um aus dieser Gleichung eine Congruenz ffir den Modul T"^^ machen 
zu können, werde ich zunächst beweisen, dafs, auch wenn t den Factor A 

entttält, dennoch -r^ denselben niemals im Nenner enthalten kann; oder, dafs P< 

diesen Factor l immer eben so oft enthalt als i. Es sei wieder t = eil'', so 
sind in allen den Fällen, wo t nicht = ist, alle einzelnen in P, enthaltenen 
Binomialcogfficienten durch l^ theilbar; welches mit Hülfe des in (§.2) ange-. 
wendeten Satzes über die Anzahl der in dem Producte n(A) enthaltenen 
Primfactoren von einer bestimmten Art, leicht bewiesen werden kann. Um aber 
ffir den Fall / = zu zeigen, dafs Py durch i/* theilbar ist, bemerke ich, dafs 
Po-\'Pi'\-P2'\' ••• -f^i-i gleich der Summe aller Binomialcoefficienten von 
der tten Potenz mit abwechselnden Vorzeichen, also gleich (1—1)'== ist 
Wenn daher, wie gezeigt worden, P,, JPj, ... P^^^ alle den Factor iL" ent- 
halten, so folgt, dafs Po ebenfalls durch diesen Factor theilbar sein mufs. Also 
p 
-4-^ aus dessen Nenner jeder Factor l sich gegen die Zähler hinweghebt, kann 

in Beziehung auf den Mod. l'''^^ als ganze Zahl betrachtet werden. Wendet 
man nun die Congruenz 

X^{a) = m^^^'X^ia), Mod, r+'- 

auf die obige Gleichung an, und beachtet, dafs X^|(1)^0, Mod. it"'*'^ ist, so 
erhält man 

ffir den Mod. X'"^^ ; welche Congruenz auch in dem Falle richtig bleibt, wenn t 
durch l theilbar ist. 

Man entwickle jetzt die Potenz (1 — ^^)' nach dem binomischen Lehr- 
satze und nehme den Ärzten Differentialquotienten fOr t? = 0, so ist 

Wi,w" i 0* n(8)n(i—ä) 

Man zerlege ferner diese Summe genau eben so in Partialsummen , wie die 
obige, indem man von der Congruenz 

(^-fmil)"' EE s^^\ Mod.r+* 
Gebranch macht, so wird 
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also 






und demzufolge auch 






Nun ist aber die Summe 



nichts anderes, als die nach Potenzen von i — e"" geordnete Entwickelung des 

(t(e^) 

Logarithmus von — Tif? «'so 

folglich ist, wenn hiervon der ki/'ie Differentialquotient genommen und v=^0 
gesetzt wird: 

also 

Setzt man endlich A?=l, 2, 3, ••• l — 2 und bildet die Summe, wobei der 
Werth h = von den fibrigen zu trennen ist, so erhält man folgenden Aus- 
druck des Logarithmen einer complexen Zahl in Beziehung auf den Mod. 2'"*'' : 

Der Fall n = 0, als der in den Anwendungen am hfiufigslen vor- 
kommende, verdient noch eine besondere Berücksichtigung. FOr denselben 
hat man, weil iVy(«)£=l und y(ty"*^l. Mod. A ist, 

und 
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und es iet in diesem Falle 

wofür man auch den con^aenten Ausdruck 

setzen kann. 

Um nun diese Logarithmen der complexen Zahlen und die für die- 
selben gefundenen Entwickelungen, in der Rechnung, da wo es sich um Gon- 
gruenzen für den Hod. V^^ oder k handelt, Oberall mit Sicherheit anwenden 
zu können, sind noch zwei Salze nöthig« welche hier aufgestellt und bewiesen 
werden sollen. Nemlich: 

Lehrsatz. Wenn zwei complexe Zahlen congrucnt sind, fflr den 
Modul il"'^^ und wenn auch die beiden ganzen Zahlen,, welche man erhält, 
wenn man in denselben a = 1 setzt, congruent sind, fär denselben Modul: 
60 sind auch die Logarithmen dieser complexen Zahlen fflr diesen Modul 
congruent 

Die beiden complexen Zahlen seien f(a) und (p(a)^ so ist nach der 
Voraussetzung f{a)^(p{a) und /■(l)^y(l), Mod. i"+\ Setzt man der 
Kürze wegen 

f(a)-m »(«)— y(l) 



/•(1) — ^^ y(l) 



80 erhält man 



/(•£|jl) = x-:^^-\-ia:^-ix*->r • • -, 






für den Hod.il"'''^; welche Reihen von selbst abbrechen, weil, von einem be- 
stimmten Gliede an, alle folgenden congruent Null werden; die man aber 
auch über diese Grenze hinaus noch fortgesetzt annehmen kann, so weit man 
will. Aus den beiden Voraussetzungen des Satzes folgt x ^ y, Mod. 2**^^; 

woraus sogleich erhellet, dafs auch -r- a?* ^ -tt- y*^ Mod. A""*^* ist, für alle die- 
jenigen Werthe von k, welche nicht Vielfache von % sind. Um zu zeigen, 
dafs eben Das auch für alle durch k theilbar.en Werthe von k Statt findet, also 
allgemein fflr k = ck", .wo c nicht weiter durch a theilhar ist, setze ich 
y=ssX'\'iJ"^^z. Da&n giebt die binomische Entwickelung : 

18» 
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also 



ond bie^aus folgt 



y.eia _ ^cl-^ JI^J j^.+a-Hl^ 



,cx* jpc;« 



^ ^ ^ , Mod. r+' 

Da nun alle einzelnen Glieder der einen Entwicklung den entsprechenden der 
andern Entwicklung congruent sind, so ist notb wendig 

was SU beweisen war. 

Der zweite, jetzt zu beweisende Satz (die Umkehrung des ersten) ist 
nur unter Hinzuffigung einer neuen Bedingung richtig und lautet so: 

Lehrsatz. Wenp die Logarithmen zweier complexen Zahlen, nemlich 

^Ey(l), Mod. A""*^* ist, und wenn überdies die complexen Zahlen /*(a) und 
{(pa) so beschaffen sind, dafs f{pi)—f{\) und (p{a) — ^(1) beide durch 
(1 — af theilbar sind: so sind die complexen Zahlen f{a) und q>{a) selbst 
congruent fOr den Mod. r+^ 
Es sei wieder 

m-m „ ^ y(«)-y(i) _ ^ 

/•(l) — ^^ <p(l) — 3^^ 

und 






V, 



so ist 

u = X — ix^-f-lx-' — iar*+ • • ., Mod.r+*. 

Es Isfst sich nun diese Reihe nach den gewöhnlichen Methoden um- 
kehren, so dafs X in eine nach Potenzen von u geordnete Reihe entwickelt 
wird. Aus den ersten N Gliedern der gegebenen Reihe werden so die ersten 
N Glieder der umgekehrten Reihe bestimmt, und wenn man N grofs genug 
annimmt, so dafs in beiden Reihen, der gegebenen sowohl, als der umge- 
kehrten, Ober das iVte Glied hinaus nur noch solche Glieder liegen, welche 
fflr den Mod. A"*^^ congruent Null sind, so hat man den vollstfindigen Ausdruck 
des X durch u in Beziehung auf den Mod. X""^^. Das Resultat der Umkehrung 
dieser Reihe ist aus der Analysis bekannt. Es ist 

Nun ist zu beweisen, dafs auch in dieser Reihe die Anzahl der ersten 
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Glieder JV immer so grofs angenommen werden kann, dafs alle folgenden 
Glieder congroent Null werden. Zu diesem Zwecke untersache ich das all* 
gemeine Glied der Reihe, nämh'ch 



n(k) 

Aus dem im zweiten Paragraphen mitgetheilten Satze Ober die Anzahl, 
wievielmal ein bestimmter Primfactor in dem Producte II(A) enthalten ist, 
folgt zunächst, dafs die Anzahl der in dem Producte II(k) enthaltenen Factoren A 

stets kleiner ist als -j—t" Ferner enthalt, nach der Voraussetzung, /"(a) — /^l), 

also auch x, den Factor (1 — a)^; woraus sogleich folgt, dafs auch u den 
Factor (1 — af enthalten mufs. Der ZShIer «^ enthSit demnach den Factor i — a 
genau 2A:maI, und wenn man erwägt, dafs ein Factor X genau X — 1 Fac- 
toren 1 — a giebt, so weifs man, dafs der Nenner /7(Ar) stets weniger als 
A: Factoren 1 — a enthält. Nach Aufhebung deV Factoren X im Nenner, gegen die im 
Zahler, bleiben folglich im Zähler mehr als A Factoren 1 — a stehen, und wenn da- 

her ÄXn-|-l)(A— 1) angenommen wird, so enthält ^ ., deuFactor (1— a)^*"^^ 

d.h. den Factor r'^\ Von einem solchen Gliede an sind demnach alle folgenden ^0. 
Ohne die Bedingung: f{a) — f(l) theilbar durch (1 — a)% würde aber, wie sich 
hieraus zeigt, die Reihe nach dem Mod. X""^^ keinen endlichen Ausdruck geben. 
Ganz auf dieselbe Weise ist nun auch 



1+1) 



r , V* I <;* I V* 



Nach der Voraussetzung des zu beweisenden Satzes istaberti^r^Mod.il''H 
Schreibt man diese Gongruenz, als Gleichung, in die Form u=^v-\'X'"^^w, so 
findet sich dureh Entwicklung der Potenz des Binoms: 

n(k) ~ n(k) ~ II(k) » /I(l;/Z(* — 1)T i7(2)/Z(A— 2) » * ' ' 

Nun heben sich, nach Dem was so eben gezeigt, alle in IT(k^l) ent- 
haltenen Factoren X gegen die in v^"^ enthaltenen vollständig hinweg; eben 
so die in II{k — 2) enthaltenen gegen die in v^-^ enthaltenen u. s. w. Für 
den Modul r^^ bleibt also von dieser binomischen Entwicklung nur das erste 
Glied stehen ; alle übrigen verschwinden, als Vielfache von i"'*'\ Folglich ist 



/7{*) — n(k) » 
Da also alle Glieder der Entwicklung von x einzeln denen der Enlwicklang 
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von y congraent sind , so ist nothwendig x^y, Med. A^^', d. h. 

m-m = y(«)-y«) Mod r+^- 

und da ferner nach der Yoraussetzang auch f(^l)^q>{i) ist, so ist 

f(d) = <p(a), Mod.r+*; 
\vas zu beweisen war.. 

Um den Gebranch der hier entwickelten Methode an einem Beispiele 
zu zeigen, wende ich sie zur Lösung folgender in der Theorie der complexen 
Zahlen sehr wichtigen Aufgabe an. 

Aufgabe. Eine gegebene complexe Zahl durch Mulliplication mit 
*. Einheiten in eine solche Form zu bringen, dafs sie, mit ihrer reclproken 
multiplicirt, ein Prodncl giebt, welches einer nichtcomplexen ganzen 
Zahl congruent ist, fflr den Mod. A. 

Die Aufgabe ist, wie sich ergeben wird^ immer lösbar« aufser wenn k 
eine von den Ausnahmezahlen ist, d. h. wenn l in einer der ersten \{l — 3) 
B0rnouUisc\iexi Zahlen als Factor des Zählers vorkommt. Ich wende zur 
Lösung der Aufgabe wieder die Einheiten von der Form 

an; nemlich diejenigen, fflr welche die Indices sich am einfachsten darstellten. 
Durch Anwendung der Logarithmen erhält man 

<^) -'(7^)+r'-'(4^)+ • • • ^—-'C^^). 

oder, durch Anwendung des Summenzeichens: 

Giebl man dem h weite? die Werlhe h=^i, fM'\'\^ fi-\-2^ .. X — 2, so kehren 
dieselben Glieder wieder, fflr den Hod. A. Wenn daher die Summe fflr alle 
Werlhe AsrrO, 1, 2, ... A — 2 genommen wird, so verdoppelt sie sich und 
man erhalt 

Setzt man nun in der einen der fflr den Mod. k in diesem Paragraphen ge- 
gebenen allgemeinen Formeln 9(0) = ^(a), so ergiebt sich 
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Nan ist 



also 









Die nach Potenzen von r geordnete Reihen -Entwidmung des Loga- 
rithmen dieser Gröfse ist bekanntlich 

#IJC«; — 'y+ 122 1.2.3.4.4 + ^ 

wo jBi, jBj) u. s. w. die Bernoullischen Zahlen sind. Hierans erhfilt man 
unmittelbar den 2nten Differentialquotienten für den Werth 9 = 0, nfimlich 

~3?s- — (-1) — 2;j — ^ 

also 

Es sei nun F(a) eine beliebige, nicht durch 1 — a theilbare complexe Zahl, 
welche auch so angenommen werden soll, dafs F(o) — /^(l) durch (1 — a)^ 
theilbar ist, in welche Form sich jede solche complexe Zahl durch Multiplioation 
mit einer passenden einfachen Einheit a^ bringen lAfst: so hat man für den 
Logarithmen derselben folgende Entwicklung: 

Nun möge die Zahl M^ durch folgende Gongruenz bestimmt Werden: 

Der Werth von Mn wird durch diese Gongruenz immer vollständig bestimmt 
sein, wenn nicht etwa der GofifGcient des ilf„ in derselben durch il theilbar 
ist. Hat n nur einen der Werthe 1, 2, 3, • . • /i— 1, so ist y^^—A niemals 
durch X theilbar. Es kommt also nur darauf an, dafs die BernouUische 
Zahl B^ fflr einen der Werthe n = 1, 2, 3, . . . /^— 1 nicht durch X theilbar sei. 
Ich setze deshalb voraus, dafs il nicht eine von diesen Ausnahmezahlen sei, 
welche auch schon bei mehreren der vorhergehenden Untersuchungen ausge* 
scUossen werden mufsten,'und für welche im Allgemeinen die vorliegende 
Au^be immer unlösbar ist. Verbindet man die fOr M^ aufgestellte Gongruenz 
mit dem gefundenen Ausdrucke des Logarithmus der Einheit JZ7^(a), so er*^ 
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hall man 

und wenn man in der Entwicklung des ~'(p7rr} ^^^ Glieder mit geradem 

Stellenzeiger durch die fflr n = 1, 2, 3, . • • ^a — 1 in dieser Congrnenz gege- 
benen Ausdrücke ersetzt, so ergiebt sich: 

Es sei nun 
so ist vermöge dieser Congruenz: 

far den Mod. l. Verwandelt man a in a^^ so wird fflr alle ungeraden 
Werlhe von k: 

X,ia-') = -X,ia). 

Durch diese Änderung wird a)so lediglich das Vorzeichen von f\ p ![[ ) umge- 
kehrt, und man erhält 

l(L(!l) = -l(L!^^) oder /(^ ^.(«)f.(«-')^ = ' 

and hieraus folgt endlich 

. F,(«)Fi(a-») = F(l)% Mod.;i. 
Die complexe Zahl 

t\{a) = F(a) . JB,(a)*' .!?,(«)** . . . E^^.iaf''-^ 
in welcher die Exponenten der Einheiten durch die Congrnenz 

bestimmt sind, ist also eine 'solche, welche der vorgelegten Aufgabe genügt 

Ich füge noch die Bemerkung hinzu, dafs in der logarithmischen Ent- 
wicklung einer beliebigen complexen Zahl 

die Glieder von ungeraden Stellenieigern von den complexen Einheiten in der 
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complexen Zahl F{a) ganz unabhängig sind, d. h., dafs sie imgefindert bleiben, 
wenn man F{a) in F(a).e({K) verwandelt, wo «(«) eine beliebige Einheit 
bezeichnet. Nur das erste Glied ist von der einracben Einheit a^ abbAogig, 
mit welcher F(a) mxiltiplicirt sein kann; es ist congruent Null, wenn F(a) 
der Bedingung genügt, dafs 'F(a) — F(l) durch {i — af theilbar ist: 

§. 5. 

Losung einer Aurgabe » betreffend die allgemeinen Reciprocitdtsgesetze. 

In den Monatsberichten der Königlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin vom Mai 1851 habe ich zuerst das aligemeine Reciprocilfitsgesels 
für complexe Primzahlen veröffentlicht, welches ich bereits einige Jahre frfiher 
gerunden und in einem Schreiben vom 20ten Januar 1846 Herrn Lefevne-- 
Diriciilet und durch diesen Jacobi mifgelheill hatte. Dieses Gesetz, weiches 
ich durch gewisse, so zu sagen metaphysische Schlüsse fand und nachher 
durch ziemlich umfangreich berechnete Tabellen verificirte, stützt sich auf 
die am Schlüsse des vorhergehenden Paragraphen gelösete Aufgabe : eine com- 
plexe Zahl durch Mulliplication mit passenden Einheiten auf eine solche Form 
zu bringen, dafs sie, mit ihrer reciproken multiplicirt, ein Product giebt, welches, 
für den Mod. l, einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist. Wenn eine 
complexe Zahl durch Mulliplication mit Einheiten in dieser Art zubereitet ist, 
und sie aufserdem auch der Bedingung genügt, dafs sie für den Hod. (1 — o/ 
einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent ist, so nenne ich die complexe 
Zahl eine primäre, oder eine complexe Zahl in der primären Farm. Die 
primäre Form der complexen Zahl (p{a) wird also durch folgende zwei Con- 
grnenzen definirt: 

y(a)y(a'"*) ^ V>(1)% Mod. A, 

q>[a) = (p(l), Mod.(l — a)% 
und es kann jede gegebene (nicht durch i — a theilbare) complexe Zahl durch 
Moltiplication mit passenden Einheiten auf diese primflre Form gebracht werden, 
wenn A nicht eine von den Ausnahmezahlen ist, welche in einer der ersten 
|(;t — 3) BernouUisehen Zahlen als Factoren enthalten sind. Das von mir 
gefundene allgemeine Reciprocitälsgesetz, auf diese Definition der primSren 
Form der complexen Zahlen sich stützend, lautet nun einfach folgendermaafsen : 
Wenn die beiden complexen Primzahlen /*i(a) und 9i(a) in der pri- 
mären Form genommen werden, oder, falls sie ideal aind, wenn die zu 
wirkliehen complexen Zahlen werdenden Potenzen derselben in der pri- 

CreUe*B Journal f. d. M. Bd. XUV. Heft 2. 19 



142 iO, Kummer, von den ReciprocifäUgesetzen. 

mären Form genommen werden: so ist 

Sowohl wegen der am Anfange dieser Abhandlung gegebenen Definition 
des Symbols (-^^-rr)? «'s auch wegen der Forderung, dafs /l(a) und yi(a) 

complexe Zahlen von der primären Form sein sollen, erstreckt sich dieses 
Gesetz nicht auf die Ausnahmefälle, wo l ein Factor einer der ersten ^{l — 3) 
BernoutUschen Zahlen ist. 

• ■ 

Einen strengen und allgemeinen Beweis des Gesetzes habe ich bisher 
noch nicht gefunden, da die neuen HQlfsmiltel, welche ich zu diesem Zwecke 
aufgesucht habe und welche ich ein anderesmal zu veröffentlichen gedenke, 
nur för den Beweis einiger besonderu, bisher noch nirgend bewiesenen Fälle 
ausgereicht haben, (z.B. fQr den Fall, dafs fi{a) und (piia) conjugirte com- 
plexe Zahlen sind, oder (fiict) = fi{a^) ist). Wenn gleich daher die allgemeine 
Gflltigkeit dieses einfachen Reciprocitälsgesetzes noch problematisch ist, bis 
ein strenger Beweis davon gefunden sein wird, so ist doch so viel klar, dafs 
die von mir definirte primäre Form der complexen Zahlen, fQr welche wenigstens 
in vielen Fällen die Reciprocitätsgesetze sich am einfachsten darstellen, für die- 
selben eine besondere Bedeutung hat. Es wird deshalb nicht uninteressant 
sein, eine Vergleichung des Reciprocitälsgesetzes fQr die primären complexen 
Primzahlen mit dem Reciprocitätsgesetze fQr diejenigen complexen Primzahlen 
aufzustellen, welche den Bedingungen primärer Zahlen nicht unterworfen sind. 
,Um sogleich vollkommen präcis auszusprechen, um was es sich hier handeln 
soll, fasse ich es in die folgende 

Aufgabe. Wenn das Reciprocitätsgesetz fQr zwei complexe Prim- 
zahlen, für die primäre Fjorm derselben als gegeben angenommen wird: 
daraus das Reciprocitätsgesetz fflr die complexen Primzahlen abzuleiten, 
welche der Bedingung, primär zu sein, nicht unterliegen. 
Es seien f{a) und (p{a) zwei beliebige complexe Primzahlen, von wel- 
chen ich der Einfachheit wegen nur das Eine voraussetze, daft sie durch 
Multiplication mit einer passenden Potenz der einfachen Einheit a so zube- 
bereitet sind, dafs sie den Bedingungen 

f(a)^f(i) und y(a) = y(l), Mod.(l — «)" 

genAgen. Es seien ferner fi(ä) und (pi{d) dieselben complexen Primzahlen 
in der primären Form, also gereinigt von den in den Zahlen /*(a) und ip(a) 
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beliebig vorkommenden complexen Einheiten, so hat man, wie im vorigen 
Paragraphen gezeigt worden: 

wo die Exponenten JVi, jlf,, ... M^_i durch die Congrnenz 

bestimmt sind. Eben so hat man auch 

wo die Exponenten iV^, A^j^ ••. -^^-1 durch die Congruenz 

4;; ^^ = — rft^5;r— 5 Mod./ 

bestimmt werden. Es soll nun das Zeichen des Index Ind. auf den Mod./'Ca), 
oder, was Dasselbe ist /\(a;, und das Zeichen ind. auf den Hod, {p{a) oder 9)1 (a) 
sich beziehen, so dafs, wenn /^(a) eine beliebige complexe Zahl bezeichnet: 

F{a)^ = a-^-^(«), Mod.y(a) ist. 

Nimmt man nun auf beiden Seiten der Gleichung, welche /*i(a) durch f{a) 
ausdröckt, die Indices in Beziehung auf den Modul 9>(a), 30 erhAlt man 

ind.f{a)'\'M,m6.Ei{a)'\'M^\ni.E2{a)'\ f-ilf^.iind.Ä^.i(«) = ind./;(a) 

fQr den Mod. X. Eben so, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung, welche 
g>i{a) durch (p{d) ausdrflckt, die Indices in Beziehung auf den Mod./^(a) nimmt: 

Ind.y(a)4-iVxInd.^i(a)-|-A?2lnd.E,(a)^-..-4-N^.Jnd.£'^.i(«) = 

Ich wende jetzt die in dem ersten und dritten Paragraphen der gegen- 
wärtigen Abhandlung gefundenen AusdrOcke der Indices der Einheiten E^i^) 
an; und zwar diejenigen, welche nur die complexe Primzahl selbst enthalten, 
auf die der Index sich bezieht, welche auch in allen Falten, es mag der 
Modul eine zum Exponenten Eins oder zu einem andern Exponenten ge- 
hörende complexe Primzahl sein, dieselben sind, nämlich: 

Diese Ausdrücke, verbunden mit den Congruenzen, welche M„ und N^ be- 
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Stimmen, geben 

m^ina.MLnW =: -^^ ^^hF^ — ' 

Vermöge dieser Ausdrücke verwandeln sich die obigen Congruenzen in folgende: 

md. f{a) ~ ind. /;(a) + ^, •y^,^ > dv^-^- ' 

... Mod. A. 
InA.ifiia) = Ind.y,(a) + ^, 'JJ„ ^ - *^^;:!;, % 

Nimmt man die Glieder der in der zweiten dieser Congruenzen vorkommenden 
Summe in umgekehrter Ordnung, so Ififst sich dieselbe auch folgendermaafsen 
darstellen : 

lnd.(p(a) = Ind.yt(a)+^i. •j^^L, > a^-^ZSi 

Subtrahirt man dieselbe von der ersten, so erhält man 

ind, f{a) — Ind. ip{a) ^ ind. f i{a) — Ind. (pi{a)'\'^, 
wo der einfache Buchstabe JS* als abgekfirztes Zeichen fOr die Reihe 

^ — f*^""*^ d^ rfJFT- 

gesetst ist. 

Diese Congruenz enthalt die vollständige Lösung der gestellten Auf- 
gabe. Wendet man die dem Le^endreschen Zeichen fQr die quadratischen 
Reste analogen Zeichen fQr die höheren Polenzresle an, welche mit den Zeichen 
Ind. und Ind. so zusammenhangen, dafs 

SO nimmt das gefundene Resultat folgende Form an: 

{ f(<*) \ ( f, («) > j 

^y(«)/ _ ^ qP. («) / ^2 

Der Ausdrack des S, welcher entwickelt folgendermaafsen geschrieben wird: 



«• 
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entbSit, da die coroplexen Zahlen f{a) und q){a) als gegeben betrachtet vrerden, 
nur gegebene Gröfsen, und wenn nun auch das Reciprocitätsgesetz für die 
primAren complexen Zahlen /[{a) und q>i(a) als gegeben angenommen wird, 

d. h., wenn das Verhfiltnirs ( J (\J '\ Z\ \J bekannt ist: so ist vermöge dieser 

Gleichung auch das Reciprocitäts-Verhältnifs (/)} * (// ^®^ complexen 
Primzahlen f(a) und (p{a) gegeben. 

Angenommen, dafs das von mir gefundene, oben aufgestellte Recipro- 
citätsgesetz, nach welchem 






sein soll) richtig sei, so hat man für die nichtprimftren complexen Primzahlen f{a) 
und 9>(a), welche nur der einen Bedingung genügen mfissen, dafs/*(a) — /*(1)e=eO 
und g>(d) — 9(1)^0 ist, nach dem Mod. (1 — a)% das Reciprocildtsgesetz: 



(im = (4^).«^. 

^a>(a)/ \ f(a) / 



Mit dem Reciprocitfitsgesetze für die primären complexen Primzahlen ist also 
zugleich auch das ReciprocitStsgesetz fflr beliebige ntchtprimäre complexe 
Primzahlen gegeben. 

In der schon oben erwähnten Abhandlung (im 39ten Bande S. 351 
dieses Journals) hat Herr Euewstein eine, zwar auf einer unbewiesenen Voraus- 
setzung beruhende, jedoch sehr sinnreiche Methode entwickelt, um diejenige 

Potenz von a zu finden, welche dem Verhältnisse {^^ : VT/ ^'^^^^ ^^^ wenn 

A und B complexe Zahlen sind. Der Ausdruck dieser mit dem Namen C/tü- 
kehrungsfaclor bezeichneten Potenz von a^ welchen er daselbst giebt, würde, 
wie es mir scheint, gehörig entwickelt und vereinfacht, sich auf dieselbe Form 
bringen lassen, wie der in der hier gegebenen Reciprocitätsgleichung ent- 
haltene Ausdruck des Umkehrungsfaclors a^^ in welchem 2i durch die Dilfe- 
rentialquotienten der Logarithmen der complexen Zahlen /*(a) und 9)(a), für 
a==:tf", gegeben ist. Wenn wirklich, wie ich vermuthe, dieses Resultat der 
erwähnten Abhandlung mit dem hier aufgestellten übereinstimmt, so hätte Herr 
Eisenstein aus denselben auch das von mir gefundene einfache Reciprocitäts- 
gesetz für die primären complexen Primzahlen finden können; denn dieses 
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isl eben so eine Folge von jenem, als jenes eine Folge von diesem ist. Dies 
ist ihm aber nicht gelungen^ obgleich er wirklich (S. 361) den Versach 
macht, nach seiner Methode ein Reciprocitätsgesetz von der einfachsten Form 

\jf) = \'t) <lurch passende Bestimmung der Einheiten in complexen Zahlen 

A und B zu erlangen; denn die Bedingungen, welche er dafür aufstellt, lassen 
sich, wie leicht zu zeigen, im Aligemeinen nicht drfflllen« 

Breslau, den 30fen November 1851. 



Berichtigungen. 

S. 103 Z. 17 Y. u. bis S. 104 Z. 1 v. u. und S. 119 Z.4 v. u. bis S. 120 Z. 6 v. u 

I. ind. st. Ind. 
S. 123 Z. 9 V. o. I. D/ St. D' 
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11. 

Zweiter Nachtrag zu der Theorie der analytischen 

Facult&ten CBd. 35 und 38). 

(Von Herrn Dr. Oiiinger, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im BreisgHU.) 

(Scblnrs der Abhandlang No. 3 im Torigen Hefte.) 



§. 11. 

Integrale des Binomiums (njr-fi)". 

Wir stellen die Integrale des Binomiums {aX'\-by' hier vorerst ohne 
AQcksicht auf Constanten in der zur Anwendung brauchbarsten Form zusammen. 
Sie werden auf dem froher bezeichneten Wege gefunden und sind folgende: 

ci.) /'(«.+*)- iB.r = ^±^ = iqs+ipi, 
(2.) /W+*)^(a.r=^t^, 



(3.) /^«x.+ ft)-(ß*/ = -2^1i2£+^L, 

1' (p+v)"'"^*^ 



-II. . ..^+^ 



(40 f\ax^hnd.yr= ^"'l-^+f ' 



l-»|i(ajr+6)-"+'- 



l-n+rjl „r 



n 



^ '' J J: (m— «)'l'"a'' (m— «)(2m— M) ., . {rm—H)tf "> 

(cur -f- o)" 






-^11 



« <^ ' (f—pH^f—p) . . . ((»— l)7~i») 
(-1)7^.2^ ... («— l)9^aP(«jr^Ä)"-f 



148 ''• Otiinger, zweiter Nachtrag zur Theorie der Faculiäien. 



C80 / 



p z __u - 

9 {dx)i _ i "•' {ax-\-b)i 

(cr+A)- i - »• V(ax-\-b) 



Besondere Ffille sind: 



p . ^ .-£li 



(9.) /?liö£)!_ _ J ' 



(a.r+6)' fa" 



(10.) y (tfx-^-*) {dxy = i»+jiv(a«) ' 






(13.) y («ar + *r(Ö:Pr' = arAn+m) 



f^\m ^ 



(14.) /^^(^+>r(8x)-»" = '•'/"'"+'> 



9 



1« (;>+flr)"+'l9o'y'oP 



.Jl 4.1.4.« 
U«-J J j. (m— !!)'•+'«'• iT-^* ' 



(OX + Är 



r + ^ 



|"~rl /n — fi>'»-'-- 



(18.) ri^^^^ r^i-(,-pr---M, — ^^^^ 

^ ■' Jf iaxA-b)" r+£ „-r—S. 9, 

(-1) 9l"-M'^—' -'(ox+6) 9«r/aP 



-Uli r.n + £ 






P _ r+J! -Jlll r-Jl^ ü 



U^-i y ^^ — 1. p} " ' rr^ — ; — i 





—Sil 


p 

{ttX-\-h)1 
'^9 (dx) 9 


~ 9 ' 

1 V ijf»^ 


(ax+A) 9 


9 ' 
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(20.) / 

(210 / 

Alle in (§.9. und 10.) gefandenen Beslimmungen Aber die GAltigkeit und 
Darstellbarkeit der dort entwickelten Ausdrücke und Ober die Ordnung im Inte- 
griren finden auch hier ohne Beschränkung Anwendung. 

Die Harmonie zwischen den Differentialen (§. 5.) und den Integralen 
des Binomiums {ax'\-by zeigt sich auch hier ganz deutlich. 

§. 12. 

Fortsetzung. 

Um die Constanten in die Entwicklung aufzunehmen, ist es am besten, 
von dem ersten Integrale zu den höhern Qberzugehem Das Integral soll dabei 
immer von bis x genommen werden. Man erhfilt dann 

Geht man auf diesem Wege weiter, so ergiebt sich folgende allgemeine Gleidiong: 

^■f"c^,{dxf\fc^,hx\fCr{dx)% 

oder nach (1. §. 9.) 

• • • +""172 — h^'-^i^'f"^'- 

Diese Entwicklung, obgleich nur auf eine bestimmte Function ange- 
wendet, läfst sich, wie leicht zu sehen, auf jede andere ausdehnen. Daraus 
ist lu entnehmen, dafs mit einem Integrale von der ersten Ordnung auch r 
Constanten von der in (1.) yerzeichneten Form verbunden sind. 

Crene*t Jounal f. d. M. Bd. XLIV. HeÜ %. 20 
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Ci ist die Conslante, welche die erste Integralion (Integral der ersten 
Ordnung), C. die, weiche die zweite Integration der Function (Integral der 
zweiten Ordnung) für sich h'efert u. s. w. C^ ist daher die Constante des 
Integrals von der Arten Ordnung für sich. Es ist also nicht nöthig, alle Inte- 
grale KU durchlaufen, um die Constanten darzustellen, sondern nur das Gesets 
anzugeben, wonach sie im einzelnen Falle gebildet werden. Dies geschiebt, 
wenn man das Aie Integral der gegebenen Function suclit and x^=Q setzt. 
Demnach ist im Allgemeinen: 

(3.) Ci -=/ Vc-^ = 0)(ö^A 

FOr die Gleichung (1. oder 2.) ist 

(5.) J C,(dx)'^J iT^TnrjrjCg-^y ' = 1>»^iHil^~>Ua^ ^ 
und es ergiebt sich aus (1. oder 2.) folgender entwickelte Ausdruck: 



•— ^ ... 



... 



/ r \ h'^^'^^x ( ^' \ ^"'^'" "l 
V«+r--l/r-.i 0^-^ ^n + r/r a^ J' 

wenn der Kürze wegen 

Vw+&-^A~ (»+*)(;»+*— 1)... (11+ 1) ~ (ii + *)^M^ 

gesetzt wird. Diese Erörterungen fahren zu dem folgenden Satze: 

(7.) Ekn Integral von der rten Ordnung hat r Constanzen. 

Die Constanten der Integrale, deren Exponenten echte Brüche sind, 
werden auf gleiche Weise wie bei den Integralen mit ganzen Exponenten 
gefunden und man erhält 



f\ax'\'by{ßxy' '• 


~ ^ "1. » "r 

.H-\ 11 — 


und C : 


p 
1 » /<# 


\s ist daher 






(8.) /^(ßz 


. hY(Bxr ^"''(«'H 


v^ri 


l-l«*"+f 




iaP 
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Das vorliegende Integral hat also nur eine Constanle. Dies recht- 
fertigt sich einerseirs dadurch, dafs nach allen bisherigen Entwickelongen die 
Entwicklung eines Differentials oder Integrals, dessen Exponent ein echter 
Bruch ist, als eine in sich abgeschlossene, einheitliche Rechnung zu betrachten 
ist, welche nicht durch Wiederholung geschehen, oder in mehrere andere 
Rechnungen zerlegt werden soll; andrerseits aus dem in (7.) angegebenen 
Gesetze, welches jedenfalls den Schlufs in sich begreift, dafs ein solches In- 
tegral höchstens eine, wenigstens nicht mehr ah eine Constante haben kann. 
Die UnterdüOckung aller und jeder Constanten fOr (8.) steht aber offenbar mit 
den Elementen des Integrirens im Widerspruche. Hierdurch dürfte folgender 
Satz gerechtfertigt werden: 

(9.) Ein Integral, dessen Exponent ein echter Bruch ist, hat 
nur eine Constante. 

Da nun ein Integral, dessen Exponent ein echter Bruch ist und in 
dem Schema (10. §. 2.) in dem Intervall und 1 liegt, nur eine Con- 
stante hat, so Ififst sich mit dieser Bemerkung auf das Intervall (1 und 2) 
äbergehen und folgern, dafs ein Integral, dessen Exponent in dasselbe fällt, 
nach (8. und 9.) zwei Constanten hat u. s. w. Diese Schlflsse fähren zu fol- 
gendem Satze: 

(10.) Ein Integral, dessen Eixponent in das Intervall r und 
r-f-l fallt, hal r\tConstanten. 

In den Sätzen (8 bis 10.) ist die ganze Lehre von den Constanten 
enthalten; die sich auf eine sehr einfache Weise ergiebt und wie von selbst 
sich feststellt. Lioumlle nennt sie ^fonctions complementaires"^ und behandelt 
sie sehr weitläufig (Jourp. de V&c. polyt. T. XIII, p. 94 — 106). 

Wir setzen die Stelle her, in welcher er die Resultate seiner Unter- 
suchung über die Constanten (p. 94) niederlegt. 

^Relativement aux differenlielles a indices quelconques, j'ai tres-long- 
^terops regarde la question des fonctions compl^mentaires comme la plus diffi- 
^cile de toules les questions primordiales qui se presentent dans le noaveau 
„calcul. Je croia ^tre pourtant parvenu a la resoudre enfin d'une maniere 
„fort simple, apres avoir d^couvert la singuliere analogie des fonctions alge- 
„briques entieres et des fonctions exponentielles a exposans infiniments petita, 
„teile que je Tai etablie dans le paragrapbe precedenl. Je rappeile en con- 
„sequence que* cette analogie consiste en ce que tonte fonction exponentielle, 
^ exposans infiniments petits, peut-^tre transforroee en nne fonctions alge- 

20» 
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„brique entiere, et vice versft. Yoici le theoreme auquel je suis arrive: La 
y^fonction complementaire qu'il faut qfouter ä la differentielle d^un ordre 
^quelconque fi, est une fonction al^ebrique entiere d'un nombre limte de 
jjLermes donl les coifficienB sont arbilraires, Celle fonclion se reduit ä 
^zero quand ^ est entier positif, et a: 

yyquand fi est un nombre entier negatif — n. Mais en giniral, le nombre 
y^des termes qu'elle renferme est inde'termine', quoiquHl ne puisse pas Stre 
yjinfini. Le sens precis quMI faat attacher aa theoreme enonce, sera nettement 
^fix^ par la demonstralion que je vais en donner en exposant la snite des. 
^idees qai me Tont fait conoaltre/' 

Man wird in der That Qberrascht, ihn von schwierigen Fragen bei 
einer so einfachen Sache reden zu hören. Dergleichen ist allerdings möglich^ 
wenn man künstliche und verwickelte Wege statt einfacher und elementarer 
betritt. Bei allen seinen Erörterungen entwickelt Liouville nur den Satz (8.), 
und diesen nicht concis. Die beiden andern, von gebrochenen Exponenten, 
(9 und 10) hat er übersehen. Die Behauptung, dafs ein Differential keine 
Conslante habe, versteht sich von selbst. Aus gleichem Grunde kennt er 
auch den Satz (29. §.4.) nicht, worauf der Caicul führt und der als ein Ana- 
logen der hier gegebenen zu betrachten ist. 

Wir nehmen jetzt unsere Untersuchung wieder auf. 

Nach den in (3 bis 5.) entwickelten Gesetzen lassen sich die Con- 

Stauten für jede besondere Form des Binomiums {ax-\-by finden. Für {ax'\-b)'^^ 
{ax -f Ä)""* u. s. w. sind sie 



n 






(11.) /' c,(axr* = _ 



n , 

(12.) y L,{dx) = (_^^4jAMir.Aii^4 — T^Kzzi^k — ^ — 

u. s.w.; woraus sich die besondern Formen für (1. und 2.) leicht ergeben. 

Es ist noch zu untersuchen, welchen Einflufs die verschiedene Ordnung 
der Ausführung des Integrirens auf die Resultate hat. Aus (1.) folgt unmittelbar 
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\r-\r9 



• • • 



i'+r 



• > • 



(13-) f'^\ax\hY{dxy 

Hier gilt die Bedliigaiig, dars k nicht gröfser als r-{-« sein darf. 
WAre es gröfser, so entständen Integrale mit negativen Exponenten ; d. h. sie 
gingen in Differentiale aber, und dies widerspräche der Aufgabe. 

Zur Bestimmung der Constanten in (13.) dient 

(14.) /'"^"^CiCörr-* 

Integrirt man {ax'\-by zuerst nach r und dann nach s, so erhält man (13.). 
Integrirt man znerst nach s und dann nach r, so ergiebt sich 

(15.) f'^\ax'\'by{ßxy 

und man siebt die Identität von (13.*und 15.). Die Gleichung (14.) bleibt in 
Kraft und man hat in ROcksicht auf die Constanten: 

(16.) y^'(iM?-f ft)»(öx/+' = f'^\ax-\-bY{dxy'^^\ 

d. b. die Ordnung im Integriren ist bei ganzem r und s gleicbgaltig und es findet 
sich bei verschiedener Ordnung das gleiche Resultat. Dieser Satz behält seine 
GOltiglieit fttr jedes beliebige n, unter den för letzleres bel^annten Restrictionen. 
Anders wird sich der Fall gestalten, wenn « ein echter Bruch ist. 

Hält man sich zuerst an die Formeln (13. und 14.), betrachtet r-j- — 
als zusammengehörig und setzt allroälig 1, 2, 3, . . . r^ r-{--^, so ergiebt sich 

(17.) /"'^^(ax^bndx)''^^ 

(ax+b) <f A'+^y^y.rP ft»+2^r-2^j^ 

1 v' « 7 1«+*IM 7 ' a 1»+«IM 9 a* 



••• • mmmm »^— — ^-.— — . i ■ ■ . • • 



l-tilll'+f-^^al l.+rHlV^I*or l'"^"^f'Vy'«P 



154 '/• Oiiinger, zweiter Nachtrag zur Theorie der PacuUäten. 

Setzt man aber allmAlig die Werthe -^, 1+—^ ••• ^+— stall k, so wird: 






1 






Die Verschiedenheit von (17. nnd 18.) liegt deutlich vor. Sie ist durch die 
verschiedene Ordnung im Integriren hedingt. 

^ {ax -\- by {dx) ^ gelangen, wenn man zuerst nach r 
und dann nach -^ integrirt. Dies giebt 

Wird oaeh — integrirl und die Conslante fflr 

P 



zugezahlt 9 so ist 

(19.) f'^^{ax-\'hr{dx)^ 






t . . 



■ ■ ■ ■ " ■ ■ . II — • • • • ^— ■» I. 



P P "m 



Eben so Ififsl sich (aar -{-fr)" zuerst nach — und dann nach r integriren. 
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Dies gfiebt 

Wird nun fflr die eingeklammerten Ausdrücke allmfilig das rte Integral durch 
wiederholtes Integriren entwickelt, so erhält man 

(30.) f'^'^iax + ft)- (öa?)'"^^ 



.•+»■+# 



4 ^ <f \ ^ Q Q a 












j.ui (0^+*) ^ » ''^ 



,•+»■+#1» '•+•7^ 



p -. p 



• • • 



• • • — . I ■■ «i^— t • • 



Auch dieser Ausdruck ist von (19.) verschieden. Dagegen stimmen (19. und 17.) 
und (20. und 18.) fiberein. 

Aofser den genannten Entwicklungsarten lassen sich auch folgende benutien: 



p .1-^ 






.<H-r+— _ r-l + — _ r~2+£. 






/ 



^+1 



4 « ' a'-y'a» ' 
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Auch diese Aasdrflcke falleQ mit (17 bis 20.) zusammen und man sieht 
die oben ausgesprochene Behauptung auf drei unter sich verschiedenen Wegen 
bestätigt Die in (17 bis 22.) gegebenen Entwicklungen gelten nicht blofs 
für ein ganzes positives, sondern fOr jedes beliebige n. Dies giebl den Satz: 

(23.) Die verschiedene Ordnung bei Darstellung des.(r4-—)len In- 
tegrals von (nx-f-^r ist ^^^^^ gleicbgflltig und man wird durch 

'^(ax^bY{dx) ^ und J V^^+*)*(ö^)^ 

auf verschiedene Formen bei Berflcksichligung der Constanten geffthrL Bei 
der^Darstellung bestimmter Integrale darf man das Gesagte nicht übersehen. 
Specielle Falle lassen sich leicht entwickeln. Es ist z. B. 

(24.) /\ax + bndx)^ = _2j^((a:r+*)V(ax+*)-*V*) 
u. s. w. 

§. 13. 

Intepale der Logarithmen. 

Auf die in (§. 9.) angegebene Weise erhält man : 

r unterliegt hier keiner Beschränkung. Man hat daher fQr ein gebrochenes r: 
(2.) / 

(_1)7 *lv ■'■ q 

Ferner hat man für jedes ganze und gebrochene r folgende Formen: 
,oA /• '• (dxY _ logJF» logj^ _ ^^T _ *"^3F 



T lds)t \ogx (— 1) Tplogjr (— 1) «/ logx^ 



Eben so ist 



logax ,log(ttr)'' 

(_l).-i 1—111 — (_i)r-iirn • 



1 



,^ -j /• '• (dxy log(ajr+&) _ \og{a x+blr ^^ ax±l 



(5.) / 



? (^.r)^ log(ax+ft) log(ajr-f 6)" ^^ax-fb 

£• -£-1 ±-111 9 -2-1 -fi-iii ^ -£ ±-111 9 
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log— .^ 






£ .« r+£ 






y'^log(ajr+&f^^ ^ ^^ gjr+A 



-_|. ^ JL' 1 9 r4.-£ -£—111 9 

M) ■*"9 19 I (;i+^)^l9ir^aP M) 9 19 ' p^\9a'VaP 



Sodann ergiebt sich aus (1. ond 4.) 



ff 









** ^ H- 



•X'» (—1)9 19 



J2 ^ r+ü 



(11.) r''TJfir£j^ ^ /- ^ log(fljr+ft)OjrK 



- ^ ü-l -£-1119 

(aa'+6)9 (-1)9 19 ^äP 

Diese Gleichungen weisen auf die höhern Integrale von logo? und log (aar -f 6) hin. 

Stellt man den hier gefundenen Resultaten alle schon in den frühem 
Paragraphen erhaltenen zur Seite, so ergiebt sich 

(12.) ß <f>^ =rfl' (10. §.9.), 
(,3.) /-1M1==^£1-(U.$.,0.), 

. ,. P r+£. -£\l .--Ell 

X 9 

CreUe*i Joarnal f. d. M. Bd. XLiV. Heft 2. 21 
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p 



i 9' 



(15.) ß (^-)\ == 1JL1_ (9. $.110, 

(16.) /'tlJ«^ = j:i!^^+»L(80. 8.11), 
(17.) / 



E .. .H-£ " 



9" (öx) « 






. («*•+*)"*"» (— iKp'lvo'y'aP 



-^11 



= \-l-jL (21. §.11.). 

(-!)>(;»+ 7) ... C/'+(r-l)9)«'l^oP 
Map sieht leicht, dafs die hier gegebenen Integrale zwei verschiedene Werthe 
haben. Bei Liouvilie findet man sie nirgend erwibnt 

In allen diesen Darstellungen sind die Conslanlen aufser Acht gelassen. 
Sie folgen den in (§. 13.) aufgostetilen Gesetzen. 

§. 14. 

Höhere Integrale von logj: und log(Ar-|'^)- 
Die höhern Integrale von logo; ergeben sich auf folgende Weise: 

f \ogx Bx = a?logar — J?, 

logar(öar)^ = -,-1 T2XT' 

jr'logjr Hjr* 



/ \ogx{bxf 



1.2.3 1.2,3.1.2.3' 

x*\ogx 50x^ 

1.2.3.4 1.2.3.4.1.2.3.4' 



u. s. yr.y wie sich Dies leicht durch Differentialion zeigt. Dies führt anf die 
allgemeine Form 

(1.) /'iogx(ax)' = ^-^. 

Die Darstellung dieses Integrals beruht auf der Angabe des Zahlen- 
Ausdrucks Ar. Die nihere Untersuchung zeigt, daft derselbe auf folgende 
Weise zusammengesetzt ist: 

^1 = 1, 

1.2.1.2 "■♦vi.2 ' 1 /~ 1.2.1.2 ~1. 2.1. 2' 
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A 



1.2.3.1.2.3 



A 



1.2.3.4.1.2.3.4 



i< ^ * I ^ >_ ■ /^•g+8i^, ^_ . 1.2-1-1.3+ 2.3 
*VTO""ri.2.1.2/~*W.2.3.1.2/~* 1.2.3.1.2"" 

C(U g« 3)* 
1.2.3.1.2.3 ' 

i f ^ I A \ _ . 1.2.3+4J, 

*M.2.3.4'' 1.1.3.1.2.3/ "" * 1.2.3.4.1.2.3 

1.2.3 + 1.2.4+1. 3.4-f-2.3. 4 (7(1,2,3,4)» 



1.2.3.4.1.2.3.4 



A 



k ,49 ••. d«l«2 •«-• D 



^M.2.3.4.5 "^1.2.3.4.1.2.3.4/ 



1.2.3.4.1.2.3.4' 

_ . 1.2.3.4+5.J« 
~ * 1.2... 5.1.2.3.4 



1.2.3.4+5.(7(1,2,3,4)* 
1.3««.5«i.2 •••6 



C(l, 2, 3, 4, 5)« 



Das Fortgangsgeselz liegt deallich vor Augen und hat folgende Form: 



(2.) 



Ar 



1 /1 , Ar^i ^\ 1.2.8,.>(r— l)-|"rJr^i 

r M.2...r"^1.2...(r— l)1.2...(r— ly l.a...r.l.2...r 



1.2..,(r— <)-fr(7(l, 2,,,.r~l)^^ 



Nach der Combinafionslehre ist 

(3.) 1.3.3... (r-l)+rC(l, 2, ...r— 1)'-« = C(l, 3, 3» ...f)'^', 
denn es ist 
C(a„ «,,.*.«,)'-* = «1«, «,^ =«!<% «U-» 



fliOj ....^11^3«,. a. 


«i^a Ok-i 


«i«i a^^a^ia^ 


aiOj .•.••4^,^^^ 


«l«2 «r-44r-a«r-I«r 


«1«2 «r-4«f-a«r-l 

• 


1110204... a^2 0r-10r 


aiii2ai...a,w3a,wi 


aia3ii4...a^.2tfr-itfr 


«l«J«l---«r-a«r^l 


Il2^a4*««^^2^r-l^r 


tf2tfs«*--Är-2«r-l 



Man erhSlt daher fflr das rte Integral von logx.* 



(4.) /^logxidxy = ^^^^^ 



IH* 



I.2.O... r.1.2.3 ••• f* 



Hier bedentet 0(1, 2, 3, ... r)'"^ den Summen- Ausdruck fflr die VerbinduAgen 
ohne Wiederholungen aus den Elementen 1,2, 3, ...r in der rten Classp. 
Er Sndet sich wie folgt. Es ist 

31» 
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C(l, 2, 3, . . . rr» = 1.2.3...r(4-+44-i...-i) 
und ferner, nach (S. 260, No.556) meiner Lehre von den aafisteigenden Faoctionen : 

wenn C = 0,55721 56 . . . ist. Hierdurch erhält man 

(5.) f'logxidsT = £:{^_^(logrH-^-^ + J2ü;^-.-. + C) 

~ 1.2.3...r'*^8^r 1.2.3... rV2r 12r« » 120r* --T*^/ 

Für nicht sehr grofse r sind die Zahlen - Ausdrflcke von C(l, 2, 3, ...r/^ 
am zweckmäfsigsten. Sie sind 

(6.) ili=l, Ja=3, Ja=ll, ^=50, ^5=274, Jo = 1764. 

Die höhern Integrale von log^ax-^b) ergeben sich nun leicht Man 
erhält, ohne Rücksicht aaf die Conslanten: 

/logiax-\-b) dx =-5^1og(ac-|-Ä)-.f£±^, 

ilfti RUcksichi anf die Constanten ist nach (§. 12.) 

Hier ist 

Benutsl man die hier gefundenen Werthe, so ergeben sich aus (10. und 12. 
§. 13.) folgende AasdrOcIie: 
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(-1)1 it ' 



J 1 = jg{x\o^x-x). 



(11.) 





9, 

VxP 


'-f 


(dx) 1 






^-7 


(dx) » 


• 




^-f 


(dxf''f 






r+-r 



£ .« H-- 



y ^^ ~ Tl^itf V®8r^ 1.2.3. ..r > 









£ .^ .1+ '^ 






£ ,.. ,2+- 



(0x4-*)'' 



• *« 



£ .^ vH--2 



y T- = -pirjVa^l'^K(^+ *) 1.2.3. ..r ) 

(ajr+b)9 

"TTli — r ir-m T lfU\i 1 

Die Constanten finden sich aas (9.) und nehmen noch den Factor -^ in sich 
auf. Geht man auf specielle Falle zurflck, so erhall man: 
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/• * Qx)* _ V-l log j 

(12.) < rima _ y-i.x' A 3_N 

\y /x — i.2Vn V^S-^ 1.2> 
y /a- i.2.3/«V''«f 1.2. 3/' 

Dea in (13.) gegebenen Ausdrficken stehen aus (13. $. 13.) Folgende 



(14.) 



1/^ = ^y. 
/ 



ix 

^ Ox)* _ xVff 

yx " 1.2 ' 

* (ÖX)* X V« 



yx 1.2.3 ♦ 

and den in (13.) gegebenen aus (16. %. 13.) folgende 

/• * (ax)* y«_ 

y »'(«x-f-6) /a ' 

y *'(ox+*) ~ o/o 'T''" 

(1*.) < r ^ (ax)« _ (ax+ft)V* , ^- ^ , ^ 
\y •(«x+6) — 1.2.3.aV«"f" *"•■'' 



/" ^ (ax)^ _ (ax+6)V<» , fix* , ^_ . ^, 
y •(«•+*) — 1.2.3.oVa T-fX + ^^^'f *''' 



zur Seite. 
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Voo den io diesem ood dem vorhergehenden Paragraphen gegebenen 
Darstellungen hat Liouville die zwei ersten Integrale von (No. 12. im Journ. 
de Tee. polyt. T. XIII, p. 161 et 162) entwickelt. Das allgemeine Gesetz, 
welches hier vorgelegt ist, fand er aber nicht. Eben so wenig kennt er die 
xweite Art von Ausdrücken fQjr die nämlichen Integrale; die in (No. 14. und 15.) 
inaammengestellt sind; denn er sagt nur, dafs die Integrale der vorstehenden 
Art auf Logarithmen fahren. 

Dafs die obigen Schlüsse richtig sind, soll nun auch noch durch Anwendung 
der in (20. und 21. §. 2.) angegebenen Verfuhren nachgewiesen werden. Es ist 

(.6.) /L«£)L=/(^^,)=/(^-l)a.(„. S.3.) 

Ferner ist 

("0 f-^ = ^/(^) = ^2y. = i.yn =;'»(6. «.3.), 

(No. 16. und 17.) sind die in (12. und 4.) auf anderem Wege gefundenen 
Werlhe. Aus den in diesem und in (§.13 und §.6.) gefundenen Resultaten 
geht hervor, dafs man bei Logarithmen nicht direct von den DiffeilDUtialen 
auf die Integrale, und umgekehrt, übergehen kann. Hier gilt also der Satz 

nicht. 

§. 15. 

Integrale von o^, sinjr und cosjr. 

Folgende Ausdrücke finden sich leicht aus (§.7. und 8.): 

(1.) /V(öxr = -^, (4.) /V'(öxr=-^ 

(2.) /"«* (dxy = e% (5.) y «~* {SxY = " 



r » 

—X 



(-l)'-(log«)' ' 

(3.) />(öxX = 3^, (6.) / V-(axr =-- ^^^5^ , 

(8.) f\mmx{dxr = «'"«'»•^J-^-^") , 
(9.) y M8mx(5xr = S2il2^zrJ2l, 
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(10.) /'^' sinmxidxr- = ""<'^;;t+'^^"> , 
(11.) /'^'eosmxidxr- = cos(fnx-(r^,)in) 

Die Gieichangen gelten fftr ganze nnd gebrochene, r and 9, nvd ohne Rflcksicht 
auf Gonstanten, welche sich leicht finden lassen. Der Zusammenhang zwischen 
den DiiFerentialen und Integralen dieser Functionen liegt deutlich vor. 



Anwendungen. 
§. 16. 

Ohne Schwierigkeit lassen sich nun auch die Differentiale und Inte- 
grale höherer Ordnungen und mit gebrochenen Exponenten von gebrochenen 
Functionen geben ^ die sich in Partialbrflche zerlegen lassen. Wie letzteres 
geschehen kann, ist im 9len, lOten und 22fen Bande dieses Journals nach- 
zusehen. 

Soll beispielsweise 

B' fx 

(dxy {X'\'b)Px^ 

ausgedruckt werden, so erhält man, nach erfolgler Zerlegung der vorstehenden 
Function in Partialbrflche: 

(i\ ^'^ f^ z=z ^'^ f ^^ \ ^' I ^» I I ^f 



Das Gleiche gilt fflr die Integralion, und es sind nur die bisher ent- 
wickelten Gesetze anzuwenden. Danach wird 

r2i JLfllL- 3* r M ^ I M 

^ ^^ (9x)* x'—x ~ Jdx)i'\ X ' x+i J jr— 1/ 

(3.) /^,a,).=/'(-±+^ + ^),W 

__^r Lx—i I _J ^ 

~ v-i ^ •jt T y(*+i) ■'"•(x— 1)/' 

Eben bo ist 
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2 (a'»+a»)'-+» 

Hieraas folgt darch Entwicklung der Binemien 

Setzt man 

j?— 11^—1 = /l(cos3; — sinÄ}/— 1), 
so ist bekanntlich 

« = arc cos -77-r-i — 17- = aresin ,' l , — jr- == arctang — « 

und man erhfilt 

(ap+ay-ir+*==iB"+\cos«+sin5rv^-.lX+*===il^+'(cos(^^^ 
(a?-Hi>/--iy+'=Ä''-^\cosÄ— sin«|/-ir+*=Ä'-+^(cos(r+l)«— si^ 

Werden diese Werthe eingefQhrt, so ergiebt sich nnter den genannten Be- 
dingungen : 

Eben so erhfiit man 

d'' a ^ -1-^ a- / 1 1 \ 

_'' (^l)r4llr|i^ i i ^>^ 

und hieraus durch Anwendung der oben gezeigten Entwicklungen: 



-. 8'^ a _ (-4)'-1.2.3...r8in(y+l)g _ l-l'sia('(r+l)»4-r«) 
Die Gleichungen (4 bi^ 7.) gelten fQr jedes ganse und gebrochene r. 

Creit«*! Joimal f. d. M. Bd. XLIV. Hea 2. 22 
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/•H-i ^ 
t I t {ßxY'^^ ZU finden 9 hat man 
%v •y" a 

= \f\\ou{x-\-ai-\)-\-\og{x-ayi-\) 

~ äTPü iog(x-!-Ä).-i;— -^ 27Fi»Fn 

H 2TFii — log.^— «y-i; 2.i'^"'i'i' 

Setzt man der KQrze wegen 

(a? + a]^-l)'-|-(a?— «i>/-l)' = il!f-fiV=2(ar'-— (r)jVar'^*+(r)4ar-«a* ), 

log(x±a|/-l) = loga-±-^ 2P^±-3P ^-t?~±-"' 

90 ergiebt sich 

(x+VMriog(x+«v'-l) = itfk>gx+ilf^-y»|ii^ + itfi^^'-... 

(^_«^_l)Mog(x-«,/--l) = iVlogx-A^^-ivi2^_A^(£^-... 

folglieh 

{x-\-a i~\ T\Qi{x-\-ay'-\) -f {X — «y-1 )'-log (a? — a /-l ) 

= (ilf+AO[logx+^-^ + J^-...] 

= i(ilf+N)[.og.H|^-g;+e^-...] 

= ^(;if+A)Iog(^+«»)-i(ilf-A^)logf±^. 
Dorch Einfflhning dieser Werlhe erhält man 
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ohne Rficksicbl auf Constanten, und wobei zu bemerken ist, dafs der zweite 
Aasdruck reell ist. 

Führt man aber die oben angegebenen Ausdrücke des Sinus und Cosinus 
ein, so erhält man 

y'-pf^C^«^)'^* = i-pnrC^ösr« -f sinr«v-.l)log(a?+ö|/-l) 

— i pirpü i«'(cosrar4-sinr«y-l) 

+ 2jpir (c<>s rar — sin rz y'—l ) log (ar — « ]/-! ) 

und es ergiebl sich 

Ä''(cosr«-j-sinrcy— l)!og(ar-|-a}— l)-f fl''(cosrar — sinr«/— l)log(a: — a>/— 1) 

= ll'(^cosr«Iogx-f cosrs-i^ cosrar ^ ' / -fcosrg ' ' , ..J 

-f Ä'(sin r« log jr }/— 1 -f sin rz 2^— >/— 1 — sin r« "^"", ^—i 

-fsinrsi-^^y-l ) , 

-|- Ä'(^cos»'«l<»f «p — cosr«-i cosrg- ' , ' cosrar ' g / ...j 

-f fl' ( - sin r« log x^-\ -f sin r« ^^ y-l -f sin r« ^"^j/-* >/-l 

^8inr«i-i^y-i+ ...; 

», /, j , 2a' 2o* , 2o* N 

+ K^sinr.M(2^y-l + 2^^-f2(^+...) ' ' 

= Ä'^cosr«Iog(a:^-|- a')-p Ä'^sinrs y— 1 log _^^3i ' 
Werden diese Werthe eingeführt, so findet sich 

I (j:*-f-o')*''sinrs^-l , x+ziy-l ^(1,2, ... r)'^'(d?'+ o*)>'- cosrg 
"• 2.1"! °*j:— öy'— 1 M'l'l' 

Aaf fthnliche Weise erhält man 

22* 
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= ■j^/'Oog(*+«i'-i)-<o«(»-«t'-»»(a*)' 

= ,-^[fe+^i.g(^+v-»)- '^"-'-;!r.'-i:^"'-"' 

Werden die nölhigen Entwicklungen gemacht, -so erhfilt man 

(a?-|- «i'-l )'-|og(a?+ «1/-I) — (a? — «/-lyjogCa? -|- a|/-1 ) 

= (iif-Ar)(iogx+^-^+^...) 

=- l(ilf-JV)log(a:H«')+i(^+iV)log^^- 
Werden die W^rthe von M und 2V eingefabrt, so ergiebt sich 

Fernei" erhfilt man 
/''^^f^rCöxr * = 2^n^ [(<^os r^: + sin rz^^i)\og{x + a»/M) 

— (cos rz — sin rarj/— 1 ) log {x — H}/— 1 ) 

+ / 2,.,r — ^^^ ''^ ~ ^^" ''^^"■^ ^ J ' 

und hieraus, wenn die nöthigen Entwicklungen gemacht werden: 

ErWfigl man, dafs 
27:q['o»7^S7::i = "^^"°«x °"* iy-lloy ^T^^_^ = -arctang- 



I 

T 
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ist, 80 hat man ans (8 bis 11.) folgende Formen: 

n. 8. w. 

Die Integrale (8 bis 11.) führen immer auf reelle Werthe. Ein flhn- 
lieber Weg fObrt zur Darstellung von d^e'^'^cosrns. Es ist nSmlich 

cosmar-f-sinina?}/— 1 = 6'"*^-* und cosma? — sinfwr|/— 1 = ^'"'"•^"S 
also 

a»- _., ^ , 3 



«'•^cosma- = ^^!_(e(''+«/-*)^^.^(--'" /-!)*) 



Wird nun, unter den nämlicben Beziebungen wie oben fQr ar + ay— 1, 
(n + iwy-iy = «"(cosar + siniJjy-lX = Ä'(cosrs; ±sinra^y-l) 
gesetzt, so erbalt man 






{duY 

= |a'''^Äl(cosr2r-]- sinr«|/~l)«'"'»^-*4-(cosr2? — sinri^yM)^-^^^ 
= ^e"'/l''[(cosrÄ:-f sinr«y— l)(cosiwx-{-siniiia?|/— 1) 
-|- (cos rz — sin rz y— 1 ) (cos mx — sin mir |/- 1 )] 
= «"* R'^ (cos r« cos wa^ — sin rz sin fyi«) , 
wenn die angezeigten Entwicklungen gemacbt werden. Es ist daher 

(12.) 7^^''*<^ös»»^ = ö"'(n'+m')*^cos(r2-|-fiix}. 
Auf ftbnliche Weise findet ßich 

(13.) -Jl-^"' sin mar = e''*(n'-f-mTsin(rs:4-f/w:). 

(CfX) 

Fflr die Integrale dieser Functionen erbalt man 

gMX ß gMX » 

f g/HxY-\ \ fl 0—mxY-\ 
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m 

Werden die oben angegebenen Gleichangen eingefflhrt und die Gleichangen 

1 i cosrs — sinrr/— 1 

(H + mV—iy H'^icosrz+sinrzV—i) W ' 

1 1 cos rz + sin rz y— 1 



(n^mV—iy R''(cosrz—s\nrzV'-i) Ä'" 

benutzt, so erhält man 

/r ^nx 

e'"'co%mx{dxY = . t , ^,^^, co8(iwa? — rg). 

£ben so: 

(150 je-'9mmx{8xy = j-^^1^ slnimx — rz). 

Ferner ist eben so: 

(öj)' ' {oji'y ^ ' ' 

= (-1 )"■ i«-* ((n -|- m y-^i ) «^"^ »^-' -f (« — IM i/-l )' «"' '^-' ). 

Werden die oben angegebenen Wertbe eingeführt und die nölhigen Redactionen 
gemacht, so erhfilt man 

(16.) -^«-* cos mar = (-lX(»»-}-»/i*)»'<!-'"cos(ifjJ7^r«). 
Ferner erhfilt man 

Auch hier findet sich auf gleiche Weise: 

(17.) -r^e—^smmx = (-ir(n*-|-in')*'«-"'8in(m* — rs). 
Die Integrale findet man auf folgende Weise: 



2" 






Werden auch hier die entsprechenden Werthe eingeföhrt und die nölhigen 
Reduetionen gemacht, so ergiebt sich 

e"" cos mx(dxy = _-____^ cos (r« -f »«x). 
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Ferner ist 

Hierane ergiebl sich durch Einfflhrung der entsprechenden Werlhe und nach 
den nöthigen Reduclionen: 

(19.) y>''^sinfna?(da?r = ^_jy.|^.^^,^tr s»n (rc >.'■ wa-). 

Die Harmonie in den Darstellungen (12 bis 19.) liegt deutlich vor. 
Von den hier entwickelten Diflerentialen und Integralen hat Liouville im Journ. 
de Vec. polyt. T. XIII, p. 156 et 157, 134 et 135 (No. 5, 7, 12, 13, 16 et 17) 
gegeben. 

§. 17. 
Bestimmte Integrale höherer Ordnung und mit gebrochenen Exponenten. 

Auch auf die Darstellung bestimmter Integrale lassen sich die obigen For- 
meln anwenden. Wir wollen Einiges davon hersetzen, fiezeichnet man das 

fx, so 
ist aus (14. und 5. §. 10.) 

«1,1 fxP 

/r+— r+i l''|l|t"+'' 

Aus (1. und 2.) findet man, in Rflcksicht auf (21. §. 26.): 



(3.) 



0.1 7 



Eben so ist aus (11. und 6. §.10.) 



.^4^. ..P -->> 



(4.) /-^±(gxr^^ .»,,-.,-'-.^ 



•*• 1' "(^4.2^)19 
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Hieraus isl, in Rflcksicht aof (21. $. 26.): 

(6.) r^i'.ne^rY%is.r' 

0,1 1,« 

" ■■ ■ ■ ' ^ f. - I ■■■■■I , . • ■■■ • 

p *p I «I 

(-1) ■^fl— imTr7"-«'(7+2p)'i9 sin^ n 
Ferner ist aus (18. and 19. $. 16.) 

^r sin r (arc lang — J 

(7.) /'^''i°-^(a»)'= (_„^.(,.+J)>. - 

p COS rTarc lang — ^J 

(8.) fe-co.mxidxr = (_,^.,.(,.^^;^ » 

Fflr m = ist aus (8.); wie auch aus (6. §. 15.) folgt: 

(9.) y^«(ö^y = ^-j±^. 



Aus der zweiten Gleichung , woraus (19. §. 16.) gefolgert wurde, ist 
(10.) ß-'-sxnmxiBs^r = (.^^J^/-! ((„- J^-ir - (H-^mi-iy )' 

Wird das Arte Differential nach n unter dem Integralzeichen ge- 
nommen, so ist 

-g-p.« _ (-1) X e , 

Werden diese Werthe in (10.) eingefObrtf ao erbfilt man 

_ ir+«-i|i (n+mV-i)''+'-—(n—mV-iy+'- 

Hieraus ergiebt sich, nach AasfOhrung der nöthigen Entwicklungen: 
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lO^oo 



k ^^nx «:« •^^/r.^\r 



(11.) /x'^e^'*'' sm mx(6x) 



pjp^Sli^^q:;;^ 



(12.) /x* «-"* sin mx (^dxy 



_ l-.^-.Usin(r+*)» _ *-^*-";sin(r+;i)(.rctang^) 

~ (-l)--^ lr-i|i („t ^ ,„t^K'^+*) — (-l/-»l'-'li(w»+m»)«'-+*) 

Setzt man A — 1 statt A; und r = l, so wird, wie bekannt, 

(13.) y^-,-'sin»u.5x = ^;j^ = (»«4-W " ' 

Fflr n = wird ans (12.) 

(14.) y a?* Sm W« (Öa?)'' = .^y-X^rlv^Ji^r ' 
0,00 

Setzt man k—\ statt A und r = l, so ergiebt sich, wie bekannt, 

(15.) />^sini^(gar) = ^'"'^^';*'-^^. 

Ans der zweiten Gleichung, aus welcher (18. $. 16.) gefolgert wurde, ist 

y^~**cosma?(öa-)'' = / ivr^io G r-nr + 7— 1 — 7— nrr 

Wird, wie vorhin, das Ate Differential nach n eingefflhrt, so ergiebt sich 

aod hierans 



(16.) fx^^'^ cos mxidxy 



(17.) /i* «"""'' cos MO? (ßa?/ 

0,« 

... „1 .Lx l-+»-*l»cos(r+t)(arctang— ) 

Grelle*! Joarnal f. d. M. Bd. XUV. Heft 2. 23 
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Ffir fii = wird hieraas 

Setzt man hierin x = {bzy^ so wird dx^^b'^qz^^^^dz und man erhftlt 

0^00 

Wird hierin /iy-['y^~'* = *'* ^'^^ A= ^"^^~^^ Qnd ferner x statt « ge- 
setzt, so erhält man 



(20.) f'x'^e-'^^^^'^idxy 



•"+■• -lll 



I 9 



nt-^r 



Diese Gleichung kann auch auf folgende Weise auf eine allgemeinere 
Form gebracht werden. Aus (5. §. 15.) ist 

VyOD 

Wird hier das Ate Differential nach n genommen, so ergiebt sich 

^ j-a-»* = (~l)»«-"'af*(loga)*, 



{dn) 



(ärtF W — ' ' ir-l|l„r+» » 

and hieraus, dnrch Benatzung dieser Werthe: 



(21.) /'V"'a:»(5ar)' 



(— 1)»^» 1 r-m M'+* (log ay+i' 

Wird aacb hierin jp = (6i2r)9 gesetzt und werden die oben zu (19. und 20.) 
gemachten Entwicklangen eingefflbrt, so ist 



(22.) yV «-"<**>' (öx)' 



"+'■ -in 



I 9 



m-^r m-^r 



Die Gleichungen (11. und 12., 16. nnd 17., 22.) sind sehr allgemein 
und gelten, wie man leicht sieht, für jedes ganze und gebrochene r und für 
jedes ganze und gebrochene positive und negative k und rn; wobei aber die 
EigenthOmlichkeiten, mit welchen die Formen Oberhaupt darstellbare Resultate 
liefern, nicht aufser Acht gelassen werden dfirfen. 

Man kann nun mit diesen Gleichungen viele und alle die Anwendungen 
machen , wozu die ersten Integrale dieser Functionen (in $. 33. u. ff.) be- 
nutzt wurden. Daraus wArden sich sehr mannichfaltige Entwicklungen trieben 
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lassen, die wir jedoch, da die Hethoden dazu in dem FrOheni gezeigt wurden, 
nicht weiter verfolgen wollen. 

Nnr einiges Wenige soll hier noch stehen. Setzt man m — 1 statt m^ 
n = 6 = l, rs=l and a = e, so ist aas (32.), wie bekannt, (11. $.33.}: 



(23.) par-'e-'^dx = - 



--1U .-11 



m 





Setzt man r = -^, k — ^ statt k, so wird r-\-k = k und man hat aus (11., 
12., 16. und 17.): 



>?■ ,» 



(24.) P-f— «""* sin mx {dxy 



t-£. 



^J^^ ' ^' '" (An»-» m - (*), n»-' »i* + (Ä)» «»-•«•• ) 

(— 1)*" V 1 »-»1« sin h (arc lang — ) 



j7"*'*(m»4.w»)*» 



^ „» ü 



(25.) /"^-r- *""' *<>' "•* (^*)' 

K- — 

±:lLiii:!IL.(„*_(Ä)3n*-*mHC*)4«*-^'»*- •••) 

(—1) ~7i»-M« cosArrarctang — J 



lf-"*(„t+„,»)»t 



Für -£^ = 4 ist 



(26.) f^-~^e-'"s\nmx{dxf 

-J^^(A»*-m-(*),«»-m»+(*),»*-m»- ..•) 
l»-iiy_l sin ft(arc lang—) 

23* 



(^''•^ /*-^^'cosmxldx)i 
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U,ao 

1*""*'V— 1 cos sTarc lang — j 

Wird r-}--£- statt r, A? — -^ stall & gesetzt, so Ist aus (11. und 12., 16.undl7.): 

■^-f — Ä-"*sinmj?(OÄ-) ^ 
iL 21 ^ [(r 4- Ä) n'+»~' m - (r -f /fc)j n'+*-* m' + • • •] 



r+i-l .-S-iu 



+»-»1 Y sin (r + *) (arc lang — ) 



(-1) V 1« p'W (»•+«»»)»<»+') 



'+:? »» ,*j: 



(29.) f •— — «-"'co8iiix(öa?)'^? 



H-2-1 .-£-»11 



illiJlI!^: [»'•+*-(r+Ar)jft'+»-»jii»-f(r-j-Ä)»n'-+*-'»i*— ..] 

M)'"?""" 15""*V" («*+»»*)'+* 

■+»-»1» 7'- cos (r -f *) (arc tang— ) 



1 



H-#.-£-l|l 



Wird aber **-}-— statt r nnd — A; — ^ statt Ar, also r — k statt r-\-k gesetst, 
so erhilt man 



(30.) f^^^'-f^«^ ^ex^f 

^"''^ [(r->*]«-»-'m-(r-*),»'-»-'mH-] 

(-1)'" ^Tir~ ' ;i'-l9(»»+m*)'-» 
l'^»-»|i7'8iD(r — *) (arc lang — ) 

p p 5 

(-1) 7l? ■V'"(M»+m*)«'-»> 
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r+-^ ^nx..^^^^ r+^ 



(31.) f^urissinfL^ex)^ 



1^1— I4..S ^— lll 



[»'-' — (r— Ar) jH ■^*- W-|- (r—k)X'^'*tt** ] 



l*^*-'l'7'"-*cos(r — ib)rarctang — ) 

Hierdurch eröffnet sich, wie man sieht, ein weites Feld für die Ent- 
wicklung besonderer Fälle, von welchen wir einige andeuten wollen. 
FQr n = wird ans (24. , 25.) u. s. w. 



p . n ■ i-i 



(32.) y '^J 8mma?(5x)' = i— i jr— =^-^- 

ü,» YxP iT~ ift±* 



p 



- xt^ ,a n7 M)'~vl±*-«Hco8Jfc.i« 



(33.) y '— £i— cos mx {dxf 



^ p_.i, * 

(34.) / —5 immxißx) '= ---i_L=.J_l_ , 

(35.) / -^4 cosmx(dx) ' = ^^^ /" — ^ 

wo r nnd A selbst wieder gebrochene Zahlen sein können. Ist -£=:?^, so ist 

(36.) ■ ^'^.u. »,(«.). = '"-"y,r'"' '' 

Hier führt ein positives ganzes und gebrochenes k, so wie ein negatives ge- 
brochenes k immer auf darstellbare Werthe. PQr -f A:=| vnrd aus (36. und 37.) 

(38.) flmmx{8x)^ = ^, 

(39.) fcoamxidx)* = ^. 
Wird (11.) durch (16.) und umgekehrt getheilt, so ergeben sich folgende 
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Relationen : 

(40.) /^*^-"*8inr/w?Caa?y = tang(r-f *)«^'*^"-''*cos«ar(ÖJ?)% 

(41.) fx^er''' cos mxidi^y = cot(r-f ft)«/^*^"'' sinfiur(öa?)% 

und 

(42.) fx^ s\nmx{dxY = lan^(r4-A)i;i/j:*co8mar(5x)% 

0,flD 11,00 

(43.) /x^eosmx{dxy = col {r-\'k)infa^Biafnx(dxy. 

Setzt man bierin k = 0^ ^ = l9 ^o erhfill man 

(44.) / sinmx(ßx)^ = /eosmx(dx)^\ 

0,m 11,9 

was die Richtigkeit von (38. nnd 39.) bestätigt. 

Ffir (11. and 16.) ergiebl sieb noch eine dritte Form. Es ist 

Qaadrirt man und entwickelt, so ergiebt sich: 

(45.) /j?*e-"* sin mx{dxY 

+ (2r + 2Ä)4fi^+"-*m* > 

Ferner ist 

/a?*«"*** cos Uta? (öx/ 

(1,9 

Quadrirt man auch hier und zieht die Wurzel aus, so findet sich, nach 
den nöthigen Rechnungen: 

(46.) /jp*^"* cos mx (dxY 

0,00 

+ (2r -f 2*)«n''+«-*m* -•.-]. 



/' 
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Aach hier können r, k und n die oben bezeichneten Werthe haben, und es 
lassen sich von diesen Darstellungen Ahnliche Anwendungen machen, wie sie 
schon hier und dort gemacht wurden, und wobei die im Frflhern schon aus- 
gesprochenen Bemerkungen ihre Geltung behalten. 

Aus (12. und 17.) Ifirst sich, nach den gehörigen Reductionen, fol- 
gende besondere Form entwickeln, wenn — A statt -fA uud r = — gesetzt wird: 

p __^ . p Iv" * sin(-^ &)(arc(anfif — ) 

(47.) yre "-^.nmx^g^^- \n A ^nJ 



IL* P_.i. V 



»»>• (-l)v iv ' (/«•+mV9 * 

7* sin \k — ^Varc lang — j 



M)*"*'9 (7~;i)»l7(w»+m«)4 "** 



and hieraus für ii = 0, und ferner fOr -^ = |, A?=l: 



(48.) yrj^.j^jr =. _L^_iZi 

"'• (-1) V(Y_.*)il9OT9 

(49.) y**-!!2^(öx)» = /-1.^2;/i. 

Auf gleiche Weise erhalt man 

/£ -^ n 0*005(4 — ^)(arctanff— ) 



«^» (-i/"*^' '(7— p)»l9(M»+my» *** 

/£. ^^„ p o*cos(* — ^K« 
p (^-P)' = 



»+£_. ^,. j:_» ' 



(52.) 



•^* (—1) » (7— ;>)»Wm7 

0,00 



m/n 



Aus (45. und 46.) wird für r = ^, ä=— ^ und ii = 0: 

(53.) /'*il5^(5a:)* = i^2.^, /V^- sin mo: ( Ö^r)» =- ^""^ 

^00 0,00 

(54.) /'-^^(öx)» = i|/2n, f^.cosmxidx)* = 0, 
wenn man berQcksichtigt, dafs nach (86. erster Nachtrag) 
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ist. Aus C^O.) erhfilt man^ nach den gebörigeo Reductionen und unter Bei- 
ziehung von (Nr. 86. erster Nachtrag), folgende AusdrOcke: 

(57.) /\x.e-''{8x)* =^, 

(l,x 

(59.) /^.-(a./ = tii!^, 

0,» ' 

Setzt man in die zweiten Formen von (9. und 11. §.16.) den Werth von 



a 



aretang— und nimmt das Integral zwischen und oo, so erhfilt man 

0)00 

ö*" Ti^^^^-.«- I 1-1 C(l,2, .. . r)'^*cosr.4iil 



0)30 



Freiburg im Breisgau, im Mai 1848. 
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£xpo86 de diverses remarques et reflexions sur 
les moineats et d^autres sujets de statique. 

(Par Ml'. Sleichenj professeur ä Tocole tnililaire de Bruxelles.) 



Remarque I. 
JTour abreger le langage, je dirai simplement: Une droüe de djrection 
(K f^j ^)) lorsque cette droite fait avec trois axes coordonnes reclangles des angles 
dont les cosinus sont designes par les leltres i, fi, v. En prenant ^ = 00517. cos v^^ 
^ = sini; . cos 19*^ 1/ = sin S, on peut se dispenser d'avoir egard ä la condition 
perpetuelle )}\p^\v^ ^=^\ ^ qui alors devient une idenlile. Cela pose, je 
rappellerai un theoreme puremenl g^ometrique, dejä etabli et demontre dans 
roon second memoire de mecanique rationnelle. Soient (^^ //> v\ {U , fi\ v') 
deux directions donnees, se croisant ou cottpant sous un angle (p; et seit 
{A/B,C) une troisiexne direction, croisant chacune des deux premieres sous un 
angle droit, ou normale au plan des deux directions, dans le cas oü celles-ci 
se conpent: on obtiendra toujours les angles des cosinus A,B,C et Tangle 9 
qui constituent seulement trois inconnues distinctes par les formules suivantes: 

A . sin (p = /ur' — v/.i', B.s\nfp = vX' — kv', C. sin (p == Ijj! — fik'^ 
qui donnent d'abord sin 9) par une formule deja connue dans la transformation 
des coordonnees reclangles; et sin 9 etant obtenu, et conserve ensuite dans 
les calculs, a titre d'abreviation, on calculera les quantites A, B, C par les 
egalites precedentes elles*memcs. 

On conclut de celies-ci que quand deux droites indefinies qui se conpent, 
se deplacent d'une maniere quelconque dans leur plan, en conservant toutefois 
une inclinaison mutuelle constante* les combinaison de cosinus jtii/ — v/i\ 
vV — Ay', kfi' -— fjil\ relatives a leurs directions variables rapporlees a des 
axes fixes de comparaison, conservent des valeurs constantes; altendu que la 
quantite tp est invariable par Hypothese, et que la direclion normale au plan 
fixes des droites mobiles reste aussi la möme; ce qui fait que les premiers membres 
A.smip, B.s\n(pj Csintp restent conslants, et quMl en est parconsequent 
de mdme des seconds membres des egalites obtenues. En prenant 9 = 90^, 
on retrouve des resullats particuiicrs^ dejä connus dans la transformation des 
coordonnees reclangles. 

Grelle*« ioornul f. d. M. Bd. XLIV. ilett 3. 24 
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Remarque II. 
Les formales precedentes aoxqaelles je suis d^abord parvena par la 
thöorie möme des moments de rolation, et qui r^saltenl aussi des traDsforma- 
tions indiqaees dans le memoire de rillustre Gaufs sor les sarfaces, sont 
sasceptibles de diverses applications geometriques et mecaniques, dont noas 
allons indiquer brievement quelques unes, en nous reservant pour le reste 
d^employer ces mömes formules comme moyens de simpiification dans des 
questions de mecanique fort importantes, au für et ä 'mesure quo roccasion 
sVti prteente pour ainsi dire d'eile-möme, dans la theorie des moments, dans 
la tbeorie de la rotation des corps solides, dans la question rdciproque du 
centre de percussions elc. Proposons nous par exemple d'evaluer la plus courte 
distance entre deux droites dans Tespace, de directions {a, b, c)^ {a', h\ c') et 
se croisant sous un angle connu cp; elles passent Tune par un point (^iXi^i) 
et Fautre par un point {x^y^z^. On a d'abord pour la direction (o^ ß, y) de 
cette plus courte distance J, a la fois normale aux deux droites donnöes: 

«.sin q> :=ibcf — Vc, ß.h\nq> =^ cot — c'a, y . sin y = oÄ' — a'ft. 
La droite finie qui Joint les deux points donnees, itant projetee parallelement 
a la direction {ajß,y\ doit donner la plus courte distance chercb^e; mais cette 
projection totale ou resultante doit valoir la somme des projections des cbemins 

partiels 

X2 — A'i ; j'2 — Xi 5 ^2 — ^1 • 
Ainsi Ton obient, pour representer la plus courte distance J entre les deux 
droites proposees, la formule symelrique 

. bd — Vc , ^ , e«' — da, v , aV — alb , . 

J = : (^2 — ^1)1 : (y2 — rOi : (^2 — «^1) 

qne Ton pourrait employer a la recberche des lignes de courbure d'une surface 
courbe, a partir d'un point donne, et möme pour eclaircir quelques difficultea 
que presentent ces lignes en de certains points exceptionnels. Mais nous ne 
nousy arröterons pas; car ce sujet est deja indique dans un memoire de Pousson 
et se trouve lui^idement traile dans Touvrage de Mr. Leroy. 

Remarque HI. 
Les formules de la remarque L pourraient dtre employees aussi, et 
saus rien faire perdre au sens mecanique de la question, pour etablir le principe 
fondamental de la tbeorie des moments de rotation des forces, et celui de la 
composition des moments principaux d^un nombre quelconqne de forces con- 
courantes. U vaut encore la peine de nous arröter ä cette loi de composition 
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qai ressortira immödiatement et dans toote sa generalile da principe des for- 
males eitles. Soient en effel (a, ß, y), («', ß', yO, {a", /5", /';, ... les directions 
des lignes d'action des forces partielles proposees P, P', P", ... qai ont nn 
commun point d'application ^ a un corps rigide, mtni d'un point fixe qael- 
conqae (O). En nommant R la resultante des forces, (A, B, C) sa direction, 
on oblient d'apres le principe elenientaire conna: 

RA = Pce + P'a'+PV'+elc.; R.B = P/9+ 1^/3'+ P"/9"+ etc.; 

Ä . c = Py + py -f Fy + etc. 

Ainsi, {x, y, z) denofant les coordonnees recfangles da point comman A, 
on deduit de ces dgalites: 

R(Ba: — Ay) = P(ßx—ay)'\-P(ß'x — a'y)'\-P"(ß"x — ay)^elc.y 
R{Cy-Bz) = P(yy — /3s)4-P'(/r — /?'«^)H-etc.:Ä(il« — Ca?) ... 

II est evident qae Texpression, teile qne P{ßx — ay\ est le moment de la 
force P a tonrner le solide aaloar de Taxe fixe (0^% paisque la composante 
Py, parallele en Jl a cet axe, ne saarait toarner le solide dans nn sens platöt 
qu'en sens contraire. Ainsi chacane de ces trois eqnations exprime et d^ 
montre qne le moment de la resnltante antour d^an axe qnelconqne, est 6gal 
a la somme des moments des composantes antour da mdme axe. De plas, en 
prenant le rayon vecteur OA=^r, AOx ==:i r, x = )>, AOy=^fi, AOz=^y, 
on a: x = rcosk, y = r cos /i, 2;=:rcosv; et les moments d^ane force teile 
que P, aatour des trois axes {Ox, Oy, Oz) censes tonr-ä-toar fixe, deviennent 
respectivement: 

P.r(cosy.cos^ — cos /3. cos y), P.r(cosa.cosy — cos ;^. cos A); 

P.r(cos/3.cosA — cosa.cos^), 

on, plus abrdge, en entendani par les lettres adopt^es, les cosinns mömes 

des angles: 

p.r(yu-ßy\ P.r{ay — yX\ P.r{ßk-a^t), 

et les eqnations precedentes prendronl la forme: 

R.r{Bl^Av) = P.r(/9;L-a^)4-P'.r(/9'i-a»4-elc. 

Designons par (AV /i^ v') la direction de la normale en O an plan 
principal de la resuilante, c'est-a-dire au plan determin6 par l e poi nt fixe ( Q) 
et par la ligne d'aclion AR de celle force; et soient ÖN, ÖÄ^ OS*' ... 
les perpendicnlaires en ce point aux plans principaux {0, A, P), {0, A, P), 

(O, A, P') En nommant encore q) Pangle compris entre Ä, r, on trans- 

forme les resultats oblenns, et d'apres le principe etabli, en ces autres retalions: 

24* 
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Rr.smif.v t==z Pr.s\n{P'7r).cos{J\'dz)-\^ P'r.sm{I^,^^^ 
Ar . sm y . r = Pr. sin (iCr) . cos (xVÖx) -[- PV . sin (l^,"r) ^ 
Rr.sincp^ = Pr.sm(P^r).cos{Ndy)-\'P'r.s\niP'^).c^^ 
Faisant ies carres et ajontant membre-ä-membre, on a: 
i^V^sin>=--S•P^^^sin\P^r) + 2-^Pr.sln(P^r)/^r.sin(PCr).cos(^^ 
et coßune r.sin^?, r.sin(P^ r}, r,sin(P', r) ... sonl Ies perpendiculaires ababsees 
du point fixe sar Ies Kgnes des forces R, P, P, ... respectivement, la formole 
demontre. que le carre du moment principal de la resuUante de diverses 
forces concourantes j est egal ä la somme des carres des momenls prin-- 
cipaux composants, augmentee de la double somme des produUs de ceux-^ 
ci, pris deux-ä-deux, et par le cosinus de t angle des deux axes au 
plans principaux correspondanls. 

C'esl ce principe g^neral de composition qui repond ä la composition 
generale des forces, resumee par la formule Ä^ = -2'P^-}-2-2'PP'cos(P, P}: 
a* iaquelle il faut ajouter toutefois que la resuUante d'un nombre quelconque 
des forces concourantes agit suivant la ligno droite qui Joint leur commun 
point d^application au centre des moyennes distances des extrdmites de toutes 
Ies forces; et qu'elle vaut cette droite autant de fois qu^il est marque par le 
nombre de forces partielles. Ce dernier theoreme du a Mr. Chasles, est la 
vraie generalisalion du parallelograoune des forces. Mais cette loi de compo- 
sition des moments, que j'ai cru utile aussi de demontrer dans mon second 
memoire d'apres des considerations dynamiques, ne subsisle que pour Ies forces 
concourantes, et pour Ies moments principaux des forces. On peut comparer 
aussi la demonstration precedente ä la demonstralion plus geomelrique exposee 
dans le traite de mecanique de Mr. Gaubert; ouvrage elabore d'apres Ies 

■ 

leQons de Mr. Cauchy. 

R e m a r q u e IV. 

Le theoreme fondamental de Texcellent memoire de Mr. Schweins 
revient a dire que la quantite fi. cos {AOR).Ry dans Iaquelle // exprime le 
moment principal en (O) d'un Systeme de forces, tandts que OA est Taxe prin- 
cipal en ce point, et OR la direction de la resuUante de transporl, conserve 
une valeur constante, independante de la position du centre ou de Torigine (O) 
et de la direction des axes rectangles de comparaison en ce point; et comme 
pour des forces donnees la quantite R est d'eUe-mdme invariable, Penonce 
precedent revient a dire que le moment total de plusieurs forces autour d'un 



i2. St eichen, remarques sur diff. sujets de statique. 185 

# 

axe quelconqae, parallele a leur resullante de transport, est le möine pour 
tOQS les axes de ce genve; et tel est aussi le theoreme qui se trouve de- 
montre dans le (§. I.) 3^""^ parlie de mon essais svr le centre de forces. Ea 
OQtre, le Tnoment principal ainsi eslime fi. cos (AOR)^ est egal au plus petit de 
tous les moments principaux. En envisageant ensuite ce theoreme^ ou plulöt 
requation NX'\' MY 4- LZ = consi, ^=: K, direclemeat etablie par Tauteur 
cite, da simple point de vue analytlque. on peut affirmer qu'elle exprime un 
fait analogue a la condition d'une resultante effective; et ce fait est plus ge- 
neral dans un sens, et plus restreint dans un autre. Car daus Thypothese d^une 
force unique eifective, la fonction K devient nulle et conserve cetle valeur 
nulle pour tous les syslemes de Forces, reductibles chacun a une force unique« 
Au contraire, la quantite Ky qui est plus grande ou plus petite que zero, doit 
varier en general d'un Systeme de forces a un autre^ quand celte reduction 
a une force unique n'a plus lieu. 

Remarque V. 

Bans les dernieres lignes de mon memoire du centre de forces, j^ai 
indique une espece de construction geometrique de chaque couple de forces, 
equivalent a un Systeme de forces donnees. Depuis lors j'ai trouve une autre 
Solution geometrique qui me paraft plus salisfaisante, parcequ'elle n'empruate 
rien a des equations de condition analytiques: eile repose sur une transfor- 
mation aussi simple quMngenieuse, etablie par Hr. Poncelet dans sa mecanique 
iodnstrielle, savoir : Quel que soll le Systeme donne de forces P, P', P", • . ., on peut 
toujours choisir trois points quelconques de Pespace. B, C, D, inTariablement 
lies entr'eux et au Systeme rigide, joindre les poiats d'application A, A\ A\ ... 
des forces a cbacun de ces trois sommets B y C, D, et substituer a chaque 
force P ses trois composantes suivant les nrötes AB, AC, AD du tetraSdre 

ABCD pour la force P, et de möme pour P, P", II est vrai que la 

ligne d'action de la force P peut laisser d'un m£me cöte de Tespace Ten- 
semble des trois arätes correspondantes; mais des Iprs il faut decomposer la 
force P suivant Tune de ces ardtes et suivant les prolongements des deux 
aulres. De cette fagon on reduira d'abord toutes les forces donnees, ä trois groupes 
de forces qui se coupent en un möme sommet B pour le premier groupe, au 
sommetCpour le second, et au sommet/? pour le troisieme. Soient S, T, Ulesre- 
sultantes respecllves (PI. II. Fig. 1) des groupes en B, C,D. Le Systeme (S, T, U) 
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est donc equivaient aa Systeme primitif de forces. Cela pose: solvaiit la ligne 
d^actioD DU de la force U en D je puis mener un plan (JODr) parallele a 
la ligne BS de la force S en B, et un second plan (UDo) parallele a la 
ligne CT de la force T en C; ensuite je mene snivant SB on plan (S, S') 
parallele au plan iüDr)^ et suivant TC un plan {T, T') parallele au plan (üDa). 
La ligne d'intersection {HK) des deux pians {S, S'; T, T") eins! constraits, 
sera une parallele ä la ligne d'action DU de la force U en D; et eile per«- 
cera le plan du triangle BCD quelque part en un point R. De plus, HK, DU 
formeront un seul et mdme plan ; la force «S doit rencontrer Tintersection KH 
quelque part, et dans le plan meine BKH; et la force T doit rencontrer cette 
mdme ligne considere comme apparlenant au plan CKH. Prenons sor KH 
un point quelconque N, et decomposons jS en deux, Tune S' suivant BK et 
laquelle agira de K vers B ou Ae B vers K, et Tautre suivant BN ou JVÄ 
De mdme la force T peut se remplacer par ses deux composantes, Tune T 
suivant la ligne (±CK) et Tautre suivant la ligne (+CN). De mdme encore la 
troisieme force U peut-ötre remplacee par ses composantes suivantes jDiV et KD 
prolonges. Nous avons ainsi deux groupes de composantes: les unes (S', T', U') 
concourent au sommet K et dans le plan m4me du triangle; les autres con- 
courent au sommet ( A^) de la droite KH. Le premier groupe est evidemment 
reductible ä nne force unique ü^, passant par le point K et agissant dans 
le plan du triangle BCD, et le second est reductible a une force .unique R^^^ 
passant par le sommet (A; et croisant generalement dans Tespace la ligne 
de R^l car cette seconde resultante ne passe pas necessairement snivant la 
droite dlntersection NK Pour avoir un 2*"% 3*"*% 4*^.,. couple de forces, 
on peut d'abord conserver les trois points arbitraires cboisis B, C, D, et se 
borner 9 cboisir le point iV sur la droite KH plus loin ou plus procbe da 
point K. Pour avoir une seconde suile de couples de forces, on peut cboisir an 
autre plan triangulaire, et ainsi de suite indefiniment. Faisons remarquer qua 
cette transformation demontre en mdme temps immediatement la reductibilitö 
d'un Systeme quelconque de forces k deux autres forces. On pourrait Tem* 
ployer aussi d'une maniere fort simple pour recbercber les conditions d'equilibre 
d'un Systeme rigide. C'est ce que Mr. Gauberl a fait dans son ouvrage, mais 
Sans citer la note et Touvrage de Mr. PonceUt (Voir la mecanique in- 
dustrielle de Poncetel. T. II, p. 107, edition Liege 1839. Gaubert, traite de 
mecanique. Paris 1841). 
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R e m a r q u e. VI. 

Dans ies (§. 13. et 14.) du memoire cite, Mr. Schweins resoul la qaestion 
SQivante: ätant donnees la direction (aßy) et ia position (p, q) d'un axe ou 
d^one droite {d\ oo demande de determiner, si c'esl possible, on point {x^y^Zx^) 
de cot axe pour leqael i'axe {d) seit lui-mdroe Taxe du moment principal en 
ce point, d^un Systeme donne de fo^ces. Noos croyons devoir reprendre la 
Solution de celte question, dans le but d'obteoir Ies equations de condition quo 
fooniit le probleme, en fonction des donnees immediates, savoir X, Y, Z, 
N, M, Ly de la direction {a, ß, y)^ et des constantes {p, q) qui fixent la 
Position de la droite (ß)^^. Les equations de Celles -ci sont: 

(rf.) ay —ßx =^ p, az —yx = q, 
et elles donnent: 

(1.) a/ü — /5j?ü = P, «3:0 - y^u = Vj 
Si Ton d6signe par A^o, üf», £/„ les sommes des moments des forces 
antour de trois axes en (Xn^ y»^ z^) respectivement paralleles aux axes coor- 
donnös (Ox, Oy, Oz)^ nous avons d^apres Tauteur cit^, sauf une permutation 
de letlres: 
Nti—N= YZü—Zyo\ ilfü — -M = Za;^i— X^o; Lii — L = Xy^—Yx^i. 

Hais R designant tonjours la resultante de transport, on a d*apres le theoreme 
rappeiö dans la remarque IV., pour la determination du moment principal 92^ 
au point (Xo^ y^^ «0)9 reqoation de condition suivante: 

%, = K:R cos iR,d) = JSL:(aJr+/3F-f yZ) = K.K; 

K dinotant pour abreger la projeclion de la resultante de transport sur la 
droite donnee (i/). Cela donne par le principe fondamental des moments: 

iVo = a% = aK.K; M^ = /9Ä:Ä'; L^ = yÄzÄ'. 
Par la les equations en iV»— ^ deviennent: 

Yzo—Zyo = ^ —N; Zxu — Xz^,=2^—M; Xy^^ — Yxo^^-^ — L. 

Si Ton tire des deux dernieres les valeurs de yo? ^U9 ponr les substituer 
dans la prämiere, on relrouve la valeur mdme de K; comme cela doit arriver. 
Ainsi dans la determination ulterieure des quanlites (^0X0%) '' suffira d'employer 
les deux dernieres equations en combinaison des equations (1.). Or Telimi- 
nation entre ccs quatre equations distincles pour trois inconnues, conduit d^abord 



*) Mr. Schwebis adopte ici les notalions plus symetriques A^ B^ €j L, M, iV. 
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ä requalioD de coodiUcüi saivante. 

aT-^ßX _ pR'JC—arK+aR'.L 
aZ—yX ~ qKX\aßK—üLK.yi'' 

laquelle devient, dans son etat le plus geaeral, apres la suppression d^un 
facteur commun X qui n'est pas nul en generai: 

(C.) -K\B:{aN\ßM\yL\q{aY^-^X)—p{aZ-YX)\ = 0. 

C'esl cette equation qui correspond a requation de condition (28.) ou (290 
de Tauteur cite. Faisons observer que Ton ne Iroublera en rieii la generalite 
des conclusions ä etablir, en prenant // = 0, ^ = 0; car cela n'assigne pas 
une Position parliculiere ä la droite {d)\ puisque, quelle que soit cette positioo, 
on peut toujours placer Torigine des coordonnees en un point quelconque 
designe de {d), En prenant les choses de ce point de vue, on a plus simple- 
menl Jf — Ä'(«N-[ /^^f4-yL) = 0, ou bien: 

(C.) K~{aX\ßY\yX){aT^\ßM\yU) = 0. 

On peut reniarquer que {aN ^ ßM \ ylS) est le moment total des forces 
autour de la droite {d\ de möme que aX-\- ßY'\-yZ estia sonime de leurs pro- 
jeclioDS orthogonales sur cette droite. Si les forces n'admettent pas de re- 
sultante elTective, et que la droile (d) soit situce dans le plan principal relatif 
ä Torigine, ou ä Tun quelconque de ses poinls, ce moment devient nul de 
lui-mdme, et (C.) amene le resultat absurde K = 0. De la resulte la con- 
clusion dejä etablie par Mr. Schwein»; mais a cela on peut ajouter que si 
les forces admettent une resultanle effective dans cette bypolhese de position 
et de direction de {d)^ requation (C^) est satisfaite identiquement, quelle que 
soit dVilleurs la direction de (d) dans le plan principal en (0). Cette circonstance 
est evidente d^un autre cöte^ puisque le moment total des forces, ou ici celui 
de leur resultante effective, ä tourner le Systeme autour d^un axe quelconque 
silue dans un plan principal quelconque, est evidemment nul ; car eu egard a notre 
premier memoire, la resultante est toujours dans ce plan roäme; et soit qu'elle 
coupe Taxe {d\ soit qu'elle lui soit parallele, eile a une energie de rotation nulle. 
L^analyse de la question reproduit aussi cette circonstance, puisqu'elle donne 
A^y=0, itf„ = 0, 1/0 = pour K=^0. En genera), Thypothese de A' = 
reduit (C.) a la condition: 

{aX^ßY-{-yZ)(a.N^\ ßJU-\-yL) = 0, 
ou bien a aX-j «K-f yZ = (car Tegalite ä zero de Tautre facteur ramcne 
a ce qui vient d'dtre expose). On voit par la que si les forces admettent une 
resultante, toute droite {d) admettra seulement un centre principal, si eile 
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croise a angle droit la direclion de cette resnltante; car pour une teile direction 
seulement od peat avoir aX-^ßY'\-YZi = 0. Mais si ies forces donn^es 
D^admettent pas de rösultaiite effective, on oe sanrait plus troaver ancune 
droite normale a la resnltante de transport qui satisfasse a la condition prescrite; 
puisque tonte direction de ce genre, donnant a AT-f /? F-f ^'Z = , reduirait 
la condition (C*\) au resultat absurde ÜC = 0. Supposons en troisieme lieu 
qua la droite {d) soit parallele a la resnltante de transport. Des lors Tequa- 
tion iC\') devient identiqne, car eile revient ainsi a ÜC— t JiC=0. Mais il 
faut encore examiner le lieu du point cherche sur la droite {d). Or on trouve 
d*abord pour döterminer Ies valeurs generales de ^u^Xui^u? l^s formules: 

__ aKL-arKJ,pXR y ^ L.a: A^(l!L - L^ 

c„ = J..;ro-(-^-ilf); 

et celles-ci donnent dans Thypothese admise, Xq^=zoo^ y^=zoo^ etc. 

Ainsi, sur une droite quelconque, parallele ä la resultante de Iransport, 
on ne sanrait plus trouver aucun point a dislance finie qui puisse ötre con- 
sidere comme centre principal de cette droite möme. Neanmoins si Ton avait 
en mdme temps aRL — ayK-\-pX,R=^0^ Ies quantites ^o^Xo^^o deviendraient ^ , 
et eu egard a la valeur de p, resultant de cette nouvelle supposition, on 
reproduirait par la Ies ^quations suivantes: 

aHy,-ßiLc, = ^-L, .... ((y«) 

qui caract^ri'sent Taxe du moindre moment principal, ou la ligne des equations que 
nous avons dejä notees par (O'A') dans notre premier memoire (S^'^'^partie §.!.)• 
Du resle, Ies resultats de cette troisieme supposition etaient evidents d'avance, 
et en vertu du theoreme fondamental, rappele dans la Remarque IV. 

Si dans Ies deux dernieres des trois Equations precedentes, qui subsistenl 
pour le cas le plus general, je substituais la valeur de Xq fournie par la premiere, 
j*aurais Ies coordonnees G^o^Xo^^o) ^^ centre place sur une droite (oißy,p,q). 
Si Ton dliminait ensuite de nouveau la quantite p, on retrouverail manifeste- 

Y Z 

ment Ies deux mdmes equations Xo = -Y^^o-fetc, 2:,» = yarü — etc. qui 

conviennent a une iigne droite parallele a la resultante de transport. Ainsi le 
lieu des centres d^une sörie de droites paralleles, de direction {a, ß, y) et 
soumises, quant aux quantites {p^ q) qui en fixent la position, a la condition (C), 
est une ligne droite parallele a la resultante ou a Taxe (O^A'). II est evident 

GreUe^i Jonrnal f. d. M. Bd. XL1V. Heft 3. 26 
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par la qne la condition (C)^ eonsideree comme ayanl liea entre lea deox 
quanliles {p, q\ doit exprimer qoe toates ies droitea paralleles {ußy) soot dana 
un rnöme plan. C'est ce qu'ou peut en effet vörifier, en remarqoant qua las 
equalions de Tane qaelcooque de ces droiles sont ay^^ßx^=^p, az — yx=^^; 
et en substituant ces valeors de p, q dans (C)? on troave: 

c*ast-&«dire une ^qualion lineaire entre Ies coordonnees conrantes de Fane 
qaelconque de ces droites; et Ton voit qne ce plan est lai-möme parallele 
a Taxe de transporl ((yR''). Ainsi, ayant un plan quelconqiie parallele a la 
rösaltanle de Iransport d'an Systeme de forces, et tra^ant dans ce plan nne 
Serie illimitee de droites paralleles, le lieu de leurs centres est la droite möme 
du plan, parallele a cette rösultante. Si Ton se donne la direction (a, ß, y) 
entre des limiles convenables, que noas assignerons plas loin, la direction 
et la Position du plan en resulteront. En effet, soit (A, fi, y) la normale au plan, 
et Pi la longueur de cetle direction, entre Torigine et le plan: nous aurons 
d^apres le theoreme de la Remarque I: 

(jD.) siny,A=:(/5-2{-y-j;, 8iny.;4=y-g--a-^, siny.f'=a.2j— /3-^. 

9 d^signe Pangle entre la direction donn^e et celle de {JOfBT). Ces equations 
donnent X, fx, v par a, ß, /j, R, X^ Y, Zi, et par tp, si toutefois on veut prendre 
if comme donnee immödiate; et r^ciproquement elles feront connaltre cL,ß,y 
par X, Y, Z, X, fi, y. 

Dans tont cas on peut mettre Tequation du plan sous la forme 

XxA-urJ,vz = ^ aN-VßM^^rL 

d'oü rösulte: 

Mais si le plan est connu, ce qui suppose {X, fi, r, p^ des donndes imme- 
diätes de la qnestion, la quantite sin (p ne doit plus dtre prise que comme abre- 

viation analytique de sa valeur 8!nSP=f [(/^•»•— y*y) '1 A?'*5'"""*ir) +©lcj' 

Les dqnations (0.) fourniront a, ß, yj et T^galite (£.) sera Tequation de con- 
dRion a laquelle il faut soumettre conslamment la direction chercbee {a, ß, y)^ 
pour la rendre possible^ 
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Remarqne VII. 

Dansles paragraphes (17^ 18} de son memoire, Mr. Schweins demontre 
qoe si des plana principaux d^nn möme Systeme des forces se coupent snivant 
iiae droUe {d\ de direction {€tßy\ le Heu des centres correspondants est une 
aotre droite {d'\ de direction (a', ß', /) ; et que le Heu des centres des plans 
principaox, se conpant snivant la droite {d'\ est la premiere droite (d) eile mdme; 
de Sorte que les deax droites (d, 4') sont dans une dipendance mntnelle et 
parfaitement reciproqne. Je crois rendre assez exactement Vldie de MMrs. 
MoeOus et Schweins, en nommant les lignes de ce genre des droites reci-^ 
proques (Gegenlinien). Je vais essayer de donner la construclion geometrique 
d*nne droite (d')^ reciproqne d'une drofte {d)^ donn^e de position et de 
direeäon. A cet effet seit ay^=ßx'\-p, az=^YX'\'q ... {d) la iigne donnee. 
En opörant d'apres la methode mdme de Tanteur citi, on tronve pour {d^) 
la droite d^intersection des deux plans snivants: 

((?.) {pX^L)z,-ir{qY-pZ^N)x,^{M-qX)y, = pM-\-qL. 

Or en pla^ant Torigine des coordonnees en nn point quelconqne de 
{d) möme, on a;i = 0, 7 = 0; et Ton voit que T^quation du second plan 
devient celle du plan principal m6me, relatif ä cetle origine prise comme centre 
de moments. De plus, on s^apperpoit aussi aisement par Tequation (/^} que 
le premier plan est ä la fois parallele a la droite {d) (a, ß, y) et a la resuitante 
de transport de direction {XiR, Y:R, ZiR); et qne la longeur de la per- 
pendiculaire abaissee de Porigine (O) prise sur (d) a ce premier plan (/O9 
vaut le second membre, divise par 8\n{R^d) = sm(p^ oa qn^elie equivaut a: 

(aiV+ ßM+yL) : R sin y. 

En dernier Heu on peut faire observer que Texpression aN'\-ßJH-\'yL 
on !Dt, pour abreger, est le momenl total de toutes les forces par rapport a 
la droite (d). De la resulte la construction suivante de {d'\ Iigne d'intersection 
des plans (^F, &). Par un point quelconque (0) de (d) je mene une droite {OR) 
parallele ä la resuitante de transport; je forme ainsi un plan (dOR) parallele 
a (F}. Sur ce plan j'eleve une perpendiculaire Pi = ^:Rsm(pf par Textrö- 
nA\6 de Pi ainsi tiree, je mene un plan parallele ä celui {ROd)\ ce sera le 
plan (1^): je construis enfin en (O) le plan du moment principal des forces, 
ou le plan (&). La Iigne d'intersection des deux plans ainsi construits, donnera 
en Position et en direction la droite {d') ou {a', ßf, y\ p', q'). Si Ton repete 

25» 
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la möme construction poar un second poiQt(Oi) de (J), puis pour an troiseme: 
comme la distance normale pi doit rester la mdme en valear et en direciion, 
on voil que tous les plans principaux relatifs aux autres successifs (O, 0|, Oii . • .) 
choisis sur (df), doivent se couper mutuellement et le plan fixe (1^) suivant une 
mime ligne droite {ä'). U s'ensuit de la que Ton peut mdme se passer du plan (i^)) 
dans la construction de cette droite; et que tout revienl a construire les deux 
plans principaux relatifs ä deux points quelconques de la droite donnee; qu'en 
outre cette droite, d'abord comme ligne d'intersection d^une suite de plans 
principaux, auquel repond le Heu lineaire de centre {d')^ est a son tour le 
lieu des centres d'une suite de^ plans principaux se coupant suivant la droite {d'). 
Gelte construction m6me fait donc ressortir la parfaite reciprocite des deux 
droites (d,d'). Ajoutons ä cela que la qnantite geometrique pi = ^:Rsin(p 
a une significalion immediate; eile exprime la plus courte distance entre les 
deux droites dont-il s^agit. 

Remarque VIII. Suite. 

Pour obtenir les elements {a', ß', /, p\ if) relatifs ä (4'), par voie 
d^analyse, on peut proceder de la maniere suivante. {X, i^i, v) etant la diredion 
de la normale pi au plan fixe (/^), nous avons: 

X Y 

(».) ^Asiny = y.— ^ß.—^ 

Z X 

asiny = ^-^ — Y-R- 

formules qui fönt connattre {y, l, f^) et dans lesquelles on peut prendre 
sin</) = sin(<20/S) comme donnöe immediate ou comme simple abröviation 
d'une significalion geometrique immediate. 

Nommons rp Tangle compris entre Taxe principal OA en (0) et entre 
la normale pi de direction (l, fx, v): AOpi=tp. En remarquant que la droite (d') 
est a la fois normale ä pi et a Taxe (OA)^ et d^signant par 91 le moment 
principal des forces autour de OA, ce qui revient a prendre A'^^-f-iPl^-}* ^^=91*, 
pour abreger, nous obtiendrons, toujours en vertu du tb^oreme de la Remarque I. : 

(i.) sinva' = ^^-^ — , sinv/?^ = — ^ — , sinV7 = jp— ^ 

d'oü 

g(Psin> = {uL-yMf'\'{vN'^XLf-\'{XM—fiN)\ 
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Reste a trouver (et', ß', /) en fonction des donn^es iromediates ol, ß^ y, — 
Or on deduit aisement des eqaations (H.)- 

tiL-vMz={aK — nX):Rmiip; yN—XL^(ßK—^Y):Rs\nfp, ..-., 
ce qai donne par Substitution dans (/.): 
(IC.) a' v=(aK—^X):Rsm(p^smtp; ß' = (ßK—^Y):R8m<pmsmy^; 

/ = (yJS: -> SKZ) : fi9l sin 9) sin V', 
d^ou: 

/Psfn^(^9fl^sin> = K'^iPW-2^K(aXi ßY^yZ). 
Pour achever la Solution analytique du probleme, il faul trouver encore 
les elements lineaires qui d^terminent la position de (<f). Or Torigine etant 
par hypothese choisie sur (J), les equalions (^F, &) deviennent, eu egard aux 
Conditions (JEf) et aux abreviations admises: 

^i+A^yi+*^i == ÜRrÄsiny; Nx^-^-My^-^-Lzi =0; 
et comroe b droite a'yi = ß'xj^'\'p'^ a'zi=:yx'\-q' ... (ä')^ doil se trouver 
situee dans chacun de ces plans, il en resulte les equations de condition nou- 
velles, (car on n^glige Celles qui sont deja etablies): 

a/4-vy' = a'3»:Äsin9, Mp'-^-Lq' =^ 0^ 
d'ou : 

p' = a'^L:Bsin(p{/xL- y3t\ q' = —a'^M:Rs\n<p{/iL—vM), 
ou bien 

(JS?0 p' = a'ML:(^aK~^X), q' = -a'^in:{aK-W(X). 

RemarquelX. Suite. 

La Solution de la question generale ölant ainsi etablie, examinons le 
cas particulier remarquable oü le Systeme de forces admet une resultante 
effective, et pour lequel la question pourrait au prämier abord parattre illusoire. 
Comme alors la quantite K==0^ on obtiendra par les fourmules trouv^es: 

a'= —X.Rf ß'^-YiR; / = —Z:R,' /i' = -a'L:X=L:R, 
car la seconde equation (ÜC.) donne /isin9)9lsinY^ = /i!I)? pour ÜC=0; et 
comme la valeur generale de q' = —a!^l!d{aK—'SkX) peut-dtre mise 
aussi sous la forme q' =^ —ß'^M:{ßK—^Y)^ eile devient presentement 
9'= — M:R. II s'ensuit de lä que dans ce cas la droite {d') devient in- 
döpendante de (J) et qu'elle reste la mdme quelle que seit cette derniere. 
Les ^uations en seront: 

Yx-Xy=^L, Xz-Zx=31, 
et celles-ci caracterisent la ligne d'action möme de la resultante effective. 
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Ainsi: qaand le Systeme de forces admet une teile force oniqae^ od peat dire 
que la ligne d'action de celle-ci est le liea des cenlres de moments de tons les 
plans principaox imaginables , et qo'elle est en mdme temps la ligne dlnter« 
section des plans principaax relatifs a toos les points de Tespace, pris tonr- 
ä-tonr comme centres de moments. Autrememt dil: Dans le cas d'ane r^ 
sultante effective, la ligne d^aclion de celle-ci et tonte autre droite arbitraire 
de Tespace forment toujours deux droiles conjug6es on reciproques. Or ce 
fait fondamental se trouve döjä ötabli^ dans un sens diff6rent, dans notre me- 
moire snr le centre de forces. 

Reroarqae. X. 

Nous ne ntfus arrdterons pas anx conseqnences qni resnilent dei for- 
mules precedentes et qui se troovent d6jä Stabiles lucidement dans le me- 
moire de Mr. Schweins (§. 19, 20, 21, 22, 23 et 24). II est neanmoins un 
point sur leqnel nous croyons devoir insister de notre cötö.. La reciproque (d') 
d'une droite (J), se trouvant placee dans tous les plans principanx relatifs 
aux divers points de (^), consideres comme centres, il s'ensuit que (d') est 
egalement dans le plan principal r^latif an cenire principal. Donc toutes les 
fois qne (d) admet un centre principal, sa reciproque (d') doit la croiser a 
angle droit. A Tinverse la droite (d) doit se tronver dans tous les plans prln- 
cipaux relatifs aux differentsr points de {d'). Puisque donc (d) croise {d') a 
angle droit dans Thypotbese de Texistence d'un centre sur (J), il faut dans 
cette möme hypotbese que Tun de ces plans seit normal a {d')^ partant qne 
cette ligne (d') admetle un centre principal. De la Torigine de ce qu'on pourrait 
nommer des centres reciproques pour le cas de deux droites reciproques 
orthogonales. Les formules etablies donnent pour le cas gen^ral la valeur de 
cos{d\d) par requation suivante: 



cos 



{dTd) = J^-maK^ßTJtrZ) 



En faisant dans celle-ci les hypotbeses convenables snr la direction de (J), on 
peut encore une fois retrouver des proprietes deja connues, et notamment 
Celle de la remarque IX. Ensuite on voil que la droite {d^) croise en gön^ral 
sa reciproque {d) sous un angle droit, si Ton a cos(dfC^) = 0, partant: 

(L.) Ä-3»(ai:4-/3F+yZ) = 0; 
et cette equation de condition est absolument la mdme que celle (&') de la 
Remarque VI. Ainsi, toule droite seulement qui admet un centre principal, 



/9. Steiehenf remarques eur diff. eujett de statique. 195 

et qoi ne saorait par conseqaeol ötre ni normale ni parallele a la resultante 
de transport, admet ane droile rtciproque orlfaogonale. 

Remarque XI. 

L^identite de r^qpation (L.) avec celle (C) etant constatee, et la 
double signiication geoniötrique en ötant reconnue par le rapprochement des 
Remarques (VI et X)^ il s^agit de montrer par une espece de constroclion 
geometrique^ toule cette infimtd relative de lignes droiles, admettaot chacune 
OD aotre principal, oa ee qui revient au möme, une droite reciproque, d'une 
direetion orthogonale i la direction primitive; et surtout il s'agit d^assigner 
les limites extremes entre lesquelies se trouvent comprises de telles droites 
pour un ensemble de forces, bien defini. yorigine (O) des coordonnees 
rectaugles etant placee en un poinl designö de la droite (tf), rien n^emptebe 
de cboisir en ce point (O) un axe des abscisses Ox, parallele a la resultante 
de transport; ce qui donne y=0, Z = 0: 2^ on pourra aussi diriger le 
plan des {yx) antour de cet axe Ox, d'apres la condition qu'il renferme 
Taxe principal {OA) des forces en ce point. De la rösulle la nouvelle simpli- 
fication i!/=0. Les choses etant ainsi disposies, la condition (C^)*ou (£/.) 
deviendra, en remettant pour SK la valeur «iV-f /9ilf-f ^^9 00 ici afi-^-ßSl: 

K—aXiaN'\'ßM) = 0, 
ou bien, a cause de X=:R, et de K = NX'{-1UY'{-LZ= NX: 

Nommons 17 Pangle compris entre Taxe Ox on OR et la projection 
sur le plan {xOy) ou (xOA) de la droite (d) qui est d'abord cens6e donnee; 
& rinclinaison de (d) sur ce möme plan. Nous pouvons donc remplacer a, ß 
par leurs valeurs en ri,&, savoir: a = cosi7.cost9^ /9 s sin 17. cos t9. Pour 
exprimer a, ß en fonction de taug 17^ tangt^ seulement, on abregera encore r^cri- 
ture des formules, en prenant tangi;^:?;', \angd's=i&^] et Ton obtiendra ainsi: 

En reporlant ces valeurs dans la condition simplifi^e, et posant en outre -^ = m^ 
on Tobtient sous cette aulre forme: 

y — -»^ V(v'(fn-ffr> 

On voit que pour avoir des valeurs reelles de 9^, &, il faut prendre ij ou 
V de maniere a avoir conslamment une valeur positive de fiX^^v')i on devra 
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faire par conseqaent: 

rUm—ri) = «% 

5^ designanl une quantite encore indeterminee dont ii faut reconnattre les li- 
mites; on obtienl ainsi: 

(ilf.) 2V = f/i±>/(wi' — 4a^), »' = ±«:]/^(l + V')- 
Od en condat qae les limites extrdmes de rindeterminee e soot {+\m)y par- 
tant qua Toa peut faire varier « depuis zero j'usqu^a cbacune de ces limites. 
Cela dömontre que la multiplicile des droites, admetlant un ceDtre, est d'aolant 
plus elev^e qae le rapport m est plus considerable. Les valears correspou- 
dantes de rl, &' sonl: 

7i' = 0, V = ^^ß &' — pour « = 0, 
Tl' = if/i, »' = +_^_ ponr e = fm, 

r/ = ^111,^= + |/(4+m«) P^"^ * = — *^'^- 

En general, en attribuant a s deux valeurs numeriques egaies, mais 
de signes contraires, on obtient a cbaque fois le mdroe Systeme de valeurs 
pour {rf,'&')^ seulemenl daos un ordre different pour {&'). Ainsi Ton peut se 
dispenser de faire varier e negativement, et admeltre parconsequenl comme 
limites et ^m pour le cas de m positif, ou et —-^w pour le cas de m 
negatif. Cela revient encore ä faire varier seulement € enlre et ^m, quel que 
seit m, positif ou negatif. Cela pose, les öquations (M.)? donnant pour 3' deux 
valeurs egales et conlraires pour un möme tj\ et deux valeurs differentes de 
möme signe pour ri\ lorsqu^on altribue a e nne valeur quelconque comprise 
entre et ^m : il s*ensuit qu'il y a pour cbaque € bien cboisi, quatre Solutions 
differentes, ou quatre droites parlant de la mdme orlgine: deux de ces droites 
ont des inclinaisons egalee et contraires sur le plan formi par Taxe principal 
en ce point et par la direction de la resultante de transport, et se trouvent 
de plus dans un möme plan normal en ce point au plan ainsi forme; c^est 
le cas de 

^'= +€:y(l-fi2''). 2ti' = mi^^(m' — 4e^y 

Les deux autres droites ont encore des inclinaisons Egales et contraires 
sur le mdme plan, et se projettent encore ortbogonalement suivant la möme 
droite sur ce plan; alles repondent aux racines 

et il est manifeste que le second couple de droites ne colncide avec le premier 
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qu'a la valeur limite de € = -^171. On obtient donc de cette maniere tous les 
axes susceptibles d^admettre an cenlre, en doonant a e toutes les valears possibles 
depDis € = 0, JQsqu^ä e = j^m. Quant an cas d^ £ = 0, qui donne ä ia fois 
ri'z=zO^ &'=zO^ il prouve qu'il ne saurait y avoir dans le plan mene saivant 
Ox oü OR, et normal ä {ROA)^ aucun axe, different de celai OR. Nous 
savons deja qa'en effet tonte droite OR admet un centre principal ä l'infini, 
et a tonte distance finie, si le point (O) tombe sur Taxe {O^R') lui-möme. 
On pourrait maintenant objecter ä cette maniere de proceder, qu'elle ne donne 
pas Ia construction et les limites de toutes les droites imaginables; mais eile 
donne tous les axes qui partent d-une möme origine design^e; et en cboisissant 
successivement tous les points de Tespace, on parvlent a tous les systemes 
de Solution. Veut-on verifier ensuite si une droite {d) donnee au hasard, est 
süsceptible d^admeltre un centre, et d^avoir parsnite une droite r^ciproque (d') 
qui la croise sous Tangle droit, on placera Torigine des coordonnöes reclangles 
en an point quelconque (0) de (d)\ on menera en (O) une parallele OR a 
ia resultante de transport, on determfnera Taxe OA du moment principal 
en (O) , et Ton verifiera si la direction (a, ß, y) de (df), transformee en (ij', &'\' 

est comprise enlre les limites iy' = ^w, 3^ s=z ± -■ d'une part, et 

i/ = 0, m, ^' = d'autre part. 

Quant ä Ia conslante m qui change avec le point fixe donne poür un 
möme Systeme de forces, et d'nn Systeme a Tautre pour une tnime origine (O), 
comme eile exprime le rapport du moment total autour de Taxe (Oy) normal 
k {OR) dans le plan (AOR)^ au moment total autour de OR, on trouve 
ais6ment qu'elle se reduit a Ia quantite lang (AOR). Donc pour chaque point 
donne (O), Ia multiplicite des Solutions est d'autant plus considerable qne Taxe 
principal (OA) est plus fortement incline en ce point sur la direction de la 
resultante de transport; et Ton sait (§.7. de Mr« Schweins) que cette incli- 
naison augmente avec Ia distance de (O) a Ia droite {VR). Quand (O) se 
trouve sur cette droite möme, on a m = tang (^0/S) == , partant 6=:0, 
ri :z=zO^ &'z=:0\ ce qui prouve que pour tout point de {ffR')^ cette ligne 
est elle-möme Ia droite chercböe et qu^elle est Tunique Solution. Mais dans 
ce cas les formules (£.) donnent a' == ^ , /?' = ^ , /' = ^ , de sorte que Ia 
direction reciproque reste arbitraire. 

Pour avoir enfin la direction reciproque, correspondante a Tune quel- 
conque {aßy) des Solutions precedentes^ on remarquera d'abord que Ia seconde 
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ligne des equalions (JRC.) donne pour y=0, Z^^^O^ Ls= Oy et ä cause de 

TV 

"^SJl = aN -{- ßM = — , en vertu de la condition du probleme, ia yaleur 

Rsitiip.^.smrp = — • — ^(1— «*), 

Cm 

et la premiere ligne de (IT.) reduira ainsi les valeurs a'^/^^/aux suivantes: 

que Ton calcnlera ais^ment apres avoir calcule (a, ß, y) ou {rf, &'). 
Les equatioDs QK'J) donnent ensuite pour p', y' les valeurs 

La valeur p' = prouve que la projection de la droite conjuguee röciproque 
{d') sur le plan forme par Taxe principal et une droite parallele ä (O^R') 
en un point qnelconque d^une droite donnöe (d) qui admet un centre^ passe 
par Porigine de laquelle partent Ta^e principal et la parallele (OA). La droite 
{d') coupe donc elie-möme Taxe en (0) normal au plan (AOR)^ et cela en 
un point qui est le point de rencontre de sa projection sur (xOz) avec le 
mime axe normal Oz . La distance du point de rencontre ä Torigine a par con- 
sequent la valeur donnee par Tequation 

f I r AI j, M 

«» = -1-^ =__j_^; doU Z = .^^^-^- 

Ayant donc une Solution (d) en (O) ou (ee/3/), on prendra sur la normale en 
(O) au plan (AOR) une distance M:R(i—a^)y et par Textrömitö de cette 
distance on tirera une droite parallele a la direction ((x'ßY), od aora ainai 
la Position d'une premiere droite {d'). Nous concluons en möme temps de 
cette construction que les droites reciproques orthogonales d^un Systeme dea 
droites^ passant par un möme point fixe donne, rencontrent toules une möme 
droite originaire, perpendiculaire au plan {AOR% form^ par Taxe principal et 
par une parallele ä la resultante de transport. Cette propriötö des droites 
reciproques subsiste encore pour le cas plus g^neral ou elles ne croisent plus 
sous des angles droits les lignes primitives; car rien n'empöche de diriger 
Taxe Oz du point fixe (O) dans un plan normal a Taxe principal OAf ce 
qui donne toujours £/==0, parlant /i' = 0. 
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Remarque XII. 

Galcolons encore le moment total SR' des forces autoor de ia droite reci- 
proque {d') d^une droite {d) en fonction des donoees generales et immediates du 
Probleme. D'abord il y a ä remarqaer que {d')^ devant se irouver dans le 
plan principal relatif a rorigine quelconque (O) de (df), Ia droite {Od*') menee 
par (O) parallelement a (i2'), dolt aussi ötre dans ce plan; partant que le 
moment total des forces autour de {Od") est nulle. II est en effet aise de 
verifier par les formules obtenues que co moment total represente par Ia 
formule a'iV-f /9'ilf-f/iy est nui. Mais en imaginant en un point quelconque 
(^2/2^3) de {d') trois axes paralleles aux axes coordonnes, et nommant A^'^ 
1U\ L' les moments des forces autour de ces axes, et 2)?' leur moment total 
autour de {d') mdme, on a d^abord par le principe fondamental: 

' 3»' = a'JV' + /3'M' + /L', 
et comme on a 

JV' = JV+F.^2-Z.y,, ill' = itf+etc, ... 
on obtient par substitntioki, en tenant compte de Tegalite a z6ro de a'N'\-ß'M'\-y'Li 

et comme on a en vertu des equations de {d')i a'z^ — y'^7 = q^, /^^2 — «V2 
—p', partant y^y^ — /5'a^2 = -T(yy — /^y')^ ^° obfient: 

Mais en vertu des valeurs a\ (f, y\ p', . . ., on trouve aisement que le premier 

NX 
terme de ce second membre vaut — STO* » „> . : — -, tandis que Tensemble 

des deux autres equivaut ä STO« ^ ^ . 1 — ; ce qui donne pour Ia quantite 

cherchee : 

2»' = — 2».JK::Ä.9lsinysinv/, 
on en remettant pour A • 9t sin 97 sin 1/^ sa valeur donnee par Ia seconde ligne 
des equations (£.): 

Ainsi, en prenant sur les deux droites originaires {Od, OB)^ ä partir 
de (O), une ligne K sar OB, B.^ sur {Od)^ on aura le troisieme c6te 
egal a y(^K^'\'WWC — 2KM.Bco3{dßH)'), et le moment 3»' sera au mo- 
ment 3)t, comme le premier cötä K est au troisieme cöte ainsi construit. 

36» 
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Cette loi de composition des momeots autour de deox droites oa axes r^i- 
proqaes est analogue ä celle des momenls principaax que Ton exposera ci- 
dessous. NoQS jugeons ioulile de nous arröter au cas particnlier remarqaable, 
deja examine par Mr. ScAweins, oü Ton suppose les droites reciproqnes ä 
angle droit. 

fiemarqve XIII. 

Od sail dejä que la plus conrte distance entre les lignes reciproqnes 
{d,d')^ ou la quanlite pi^ a la valeur 9X:üsin^. Pour en avoir la vraie 
Position, nommons {x^fiZ^ Textrömite par laquelle eile s^appuie sur {d)^ et 
(^2X2^2) Celle par laqueHe eile s^appuie sur (ß*). Comme sa direction est 
evidemment {X,fi,v)^ on a: a?^ = arji -}- A/r^ ; y^=z y^-^- fip^\ Ä2 = «i-f*7^i* 
Les conditions du probleme donnent d^abord Tequation de condition entre 
constantes connues: 

et si Ton fait attention a ce que le demier terme ou facteur de ce second 
membre se reduit a — y:f^, on deduit de lä: 

Gar par le No. 8 on a /4^p'-\-yq' =:^ a*$Bft:R sin (p = a^pi\ ainsi h condition 
obtenue devient: a'Jl-|-/9'/i-|-^r = 0, ce qui est evident On trouve ensuite 
pour les quantites ^i-iXi^s^i Teqnation snivante: 

a ^ iV fi(Kr-^Bm—v {Kfi—^Y) 

* ^1 ^' * / Ulsin<p R^xsm*4p 

Cette metbode de determination deyiendrait illusoire pour le cas ou Ton 
dirigerait Taxe Ox parallelement a la resultante de transport; car on en aurait 
i,=:0^ sci=^%. En eliroinant fi, y, on obtient pour determiner Xj: 

(yF— /9Z)Ä^sinry. 5^= —NIPsm^q)—(aK^^X){aX'\-ßY^yZ)'\-aWl.R'. 

Remarque XIY. 
En concevant en un point quelconque (O') = (a, h, c) de Tespace, trois 
axes rectangulaires (0*x\ Oy\ ffz*) paralleles a trois axes fixes designös 
{Ox, Oy, Oz) qui se coupent au point donne (O), on sait que Ton obtient 
les moments N, M', V autour de ces nonveaux axes respectifs Ofx\ . . . 
par les formules connues: 
N^N--{Z.h-Y.c\ M^M-[X.c-Z.a\ V^L-{Y.a-X.b). 
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Mais celles-ci peuvent 6tre presentees sous nne autre forme , encore syine- 
triqae, et qae nons allons indiquer en yue d'une consequence generale dont 
elles sont susceplibles. Seit q le rayon yecteur Off qai Joint les deax 
poinls donnees, et {X,/ijV) sa direction par rapport aox axes (Ox, Oy, Oz): 
on a ainsi: ac=(>.i, h:=^^.fi, c^=q.v, partant: 



L' = L-Ä.p(A.^-^.;^ 



Seit OR = R en grandenr et en direction ia r^snltante de transport, 
c'est-i-dire la resultante de tootes les forces ramenees paralielement a elies- 
ro£ines ä Torigine O. Nommons OK Vsxe en O normal au plan de (R, (f) 
ou de ROO'. En posant encore RÜff = iC(> = % ®t faisant observer qae 

TT^W^'r ^^^^ ^^^ Cosinus des angles de OR avec les axes coordonnees, 
nous avoDs: 

sin^.cosCÜCOJT) == ^*w~/^"g'^ Binq)Cos(KÜY) = ^•»■"^•tt^ 

sin 9) cos (iCOZ) ==•••, 
ce qui donne par substitotion : 

iV' = N-\' R. Qslnq) cos KOXf M' = jM-|>/l.(»sin^cosüC^F; 

L' = L^R.Qsin<peosKÜZ. 

On peut remarquer qae R.p,s\nq> est le moment principal de la force R 
appliquee suivant OR, autoar du centre (O^), ou plutöt autoar de Taxe et 
essieu ffK' parallele ä OK. Le terme R.q sinq) cos KOX exprime donc le 
moment de la force R ainsi appliquee, autoar de Taxe O'X', cens6 fixe i son 
tour. Ainsi 9 connaissant le moment total d^un Systeme de forces autour d^un 
axe qaelconqae en un point donne, on obtient leur moment total autour d'nn 
axe parallele, en ajootant an premier, celni de la resultante de transport, 
appliquee au point (O) du Systeme rigide, par rapport a Taxe parallele. Tel 
est Penonce qui en langage ordinaire renferme chacune des trois egalites 
precedentes. Ceci pose, denotons par 91, 91' (la lettre fi a deja une signifi- 
cation) les moments principaux de Tensemble de forces, relatifs anx deux 
centres O, ff respectivement. Nous aarons par ces ögalites et en vertu de 
9P = 2VH^'+^% 9l'' = iV''-filf'^+Z.^ requation gönörale: 

91'^ = 9l'+/P.(>'sin>+2Ä.psiny.9lcos(Ä:Öil) • . . (9^). 
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Ainsi, connaissanl le moment principal d^un Systeme de forces, relalif 
ä un centre quelconque (O) donne arbitrairement , on peut deduire de cette 
formale le moment principal relatif ä tout aulre centre (O') d^une maniere fort 
simple. Sur T^xe principal OA du point (O) et a partir de ce point, on por- 
tera une longueur ^gale numeriquement au moment connu 91; on menera une 
droite OK normale au plan que determinent les denx droiles 00', OR; sur OK 
on portera une longueur egale au moment R.psinq)'^ en joignant Ics extrö- 
mites de ces longueurs ainsi disposees par une droite, on formera un triangie 
dans lequel cette droite, consid^ree comme troisieme cöte, est opposöe a 
Tangle KOA, et sera par consequent la valeur du moment 9l\ Teile est la 
loi generale fort simple de la composition des moments principaux d'nn m£me 
Systeme de forces, relatifs a deux points quelconques de Pespace* censes in- 
variablement lies au corps rigide sur lequel les forces agissent. Dans notre 
second memoire nous croyons seulement Tavoir 6tablie ponr le cas d^une force 
unique; ce qui nous a engage a y revenir dans le present travail. Quant 
a la direction de Taxe principal au point (0^), il faut, comme toujours, la d6- 
terminer par les cosinus de ses angles ayec les axes coordonnes {ffx', O^y', 0[z')^ 
ou {Ox, Oy, Oz). Ces cosinus sont pour OR : 

JV[ ^ JV+g.(>sinycos(itÜjr) 

"^ y(5ß»+Ä*-9*8"n>+29l.Ä.(>sin9cos(A0:4)' 

On peut encore trouver une autre forme et une autre loi de composition, 
qu'il sera au moins utile d'indiquer rapidement. En nommant P, P', P', ... les di- 
verses forces donnees; OD la normale au plan que determinent la ligne 00^ 
et une droite en (O) parallele a P^ on trouye par une marche analogue: 

N = N']':s;.P.Q3in{PrQ).cos{D7)x), 

M' = AI +-r.P.(>sin(Pre).cos(/>Oiy), L' = elc , 

ce qui donne par yoie de comparaison: 

R.sin{ORTOO')cos{lCOx) = :s;.Psin(i^O(F)cosiDOx). 
Mais il serait plus embarassant d'enoncer ces r^sultats en langage ordinaire; 
ils offrent quelque chose de moins saisissant. II est entendu que le signe 2 
s^etend a toutes les forces partielles, et que les quantites angulaires (iCV) et 
les directions DO changent d^une force a Tautre sous le signe de sommation. 
Cola etant ainsi Stabil, reprenons par la loi de la formule (92') et examinons 
en quelques cas parliculiers. Elle montre d'abord d'une maniere frappante ponr- 
quoi le moment principal d*an Systeme de forces dont la rösultante de trans- 
port est nulle, ne change pas, de qoelque fa^on qu'on döplace le centre de 
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moments, altendu que les deux derniers termes du second membre de (9t') 
renferment chacnn la qoantit^ R comme facteur. 

Mais qoelque remarqaable que paraisse ce fait de riavariabilite du mo- 
ment principal des Forces, pour JS = 0, il ne sera jamais qu'un fait tout parti- 
culier, une cons^quence immediate de la Iheorie des moments; et nous ne 
saurions parconsequent admettre ni la n^cessite ni Topportunit^ de Teriger en 
quelque sorte en nouveau principe et comme une de bases de la science. 

Supposons en second lieu que les Forces admettent une resultante effective, 
et pla^ons Torigine primitive (O) en un point quelconque de sa ligne d'action: la 
formale (91') devient alors, en verlu de ^ = 0: 3t! s=R.Q.sin(p} ce qui etait 
evident d'avance. Supposons que le point (O') seit Tun quelconque des points 
situ^s dans le plan menö par (O) suivant Taxe principal et la direction OR 
de la resultante de transport; dans ce cas Taxe OK se trouve necessairement 
dans le plan principal, et la formule (91') devient: 

9r = 9l'+/P.p'sin>, 
et il serait tres facile d'enoncer ce resultat en langage ordinaire. Supposons 
que les forces aient une resultante elTective et que* le centre (O') seit plac6 
dans le plan principal: on a alors 91' = 9l-f /{.(^sin^)^ car cos (ElÖA) 
devient =r, puisque OK colncidera avec OA. 

Supposons que (O') seit place en un point quelconque de OR, ce qui 
donne 8in^ = 0, partant 9l' = 9l. Ainsi, conformement a ce qui est d^ja connu 
par les resultats de Mr. Schweins, les moments principaux relatifs aux divers 
points d'une droite OR, parallele a la resultante de transport, sont egaux; et 
comme le moment total des forces autour de Taxe OR lui-möme, ne peut 
avoir qu'nne valeur fixe unique, tous les axes principaux relatifs aux divers 
points d'une teile droite sont paralleles entr^eux. 

Remarque XV. 

On fait souvent consister Tanalogie de la composition des moments avec 
Celle des forces dans la maniere dont le moment principal dopend des mo- 
ments N, M, L, comparee a la loi qui lie la resultante de transport R avec 
ses composantes rectangles. C'est la une analogie qui me paralt bien vague et 
defectueuse. II est bien vrai qu^au prealable on peut d^composer une force 
parallelement a trois axes rectangles, et estimer de möme son moment autour 
de ces trois axes; et que des lors son moment principal se deduit des mo- 
ments composants, de la mdme maniere que la force totale se deduit des com- 
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posantes rectangles: mais quand il faut trouver le iDoment antour d'un axe 
originaire^ different de Taxe principal, il faut deja modifier cette espece d'ana- 
logie, et dire que ce nouveau moment se deduit maintenant du moment prin- 
cipal, de la mdme maniere que la composanle orthogonale d^une force suivant 
nne droite se deduit de la force principale. D^un autre cöte, les forces par- 
tielles qui sont donnees iminediatement, n'etant pas g^neralement rectangulaires 
entr'elles, on tombe sur rinconvient de devoir les d^composer ainsi, avant 
que de refaire la composition en une force unique, pour arriver a cette ana- 
logie de composition. Mais Tanalogie veritable entre la composition des mo- 
ments et celle des forces, nous paralt ötre celle que nous avons indiquee ä 
la troisieme rernarque. 

Qußnt a la composition du moment principal d^un Systeme quelconque 
de forces 9 relatif a un centre (O'), en fonction du moment principal relatif a 
un autre point donn6 (0), eile est enoncee a la suite de la.formule (91!) qui 
la resume. Elle a encore une analogie manifeste avec celle de deux forces 
senleraent qui se coupent; mais avec les forces elles-mdmes qui sont donnees, 
il n'y a plus d'autre analogie que celle de la formule dont il s'agit. 

Remarque XVI. 
älevons en rorigine (O) une droite OH, perpendiculaire au plan, forme 
par Taxe principal OA et per la direction OB de la risultante de transport; 
et sur cette normale prenons, ä partir de O, une distance /y = 9l:itsin(/0J[). 
Par Textrömite de p ainsi forme, menons un plan, parallele au plan originaire 
AOR: ce plan ainsi construit, sera le Heu göometrique de tous les centres en 
chacun desquels Taxe principal des forces donnees croise a angle droit Taxe 
principal relatif ä Torigine. En effet : en cherchant le point O' ou (a, b, c) de 
Tespace pour lequel Taxe principal correspondant ffA' seit a angle droit avec 
Taxe OA, on doit poser la condition 

N.N'-\-l!d.M!-\'L.V = 
laquelle devient par la Substitution des valeurs de A^^ M\ li, en fonction 
de m, M, L, a, h, c: 

Mais {oLißiY^ denolant la direction de la ligne pi normale au plan {OA, 0R% 
on a encore une fois: 

«,.8m(^CÖl) = §.^_f .|, A.sin(.4ÖÄ) = f 1-:^.^, etc. 
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et le lieu des point3 {a, b, e) s^xprime par reqnalion prec6dente qu'on peut 
mettre sous la forme 

«i.«+A-* + yi-^ = 9l:Äsiii(j6Ä); 
ce qui est le plan niöme de la construction indiqu^e ci-dessus. Reciproquement, 
dtant donne an plan quelconque parallele a la direction de la resultante de 
transport, les axes principaux d^an mdme Systeme de forces, relatirs aux diffe- 
renls point de ce plan, croisent toujours et toos une seule et mdme droite sons 
des angles droits. Cela revient a dire que le plan forme par Faxe OA, re- 
latif i an point (O) du plan, et par ane droite ÜA^ men^e par(O), parallelement 
a Taxe principal O'A' relatif a un aulre point (O') da plan, est independant 
de la Position particuliere de {ff) sur le plan donnee: Seit ce dernier: 

la condition de renfermer la direction ÜR donne 

a,.X-\-ß,.Y'{y,.Z = 0. 

En nommant {02^2^2) la direction normale au plan AOAi^ et A^'^ M', U les 
momenis partiels en (O'), on oblient: 

a,.sin(iiiOil)= ^^-^p , /?,.8m(J,0^)= — ^-^^ — ,y2Sin(JiC;J)=..-. 

L'equation de ce plan, passant par Torigine (O), a parconseqaent la forme 
(U.M-M'.L)xi-{N\L-L'.N)yi-{M'.N^N\at).z == 0. 
Or en reduisaut d'apres les equations de condition de la question, on a: 

L'.M-M'.L = ±(Lß,-Mr^{Zb- Y.c), 



»1 



N'.L-U.N ^ —{Ny,-La,){Zb-Y.c), 

M'.BJ-N.M = —(Ma,—Nß,){Zb- Y.c); 

ce qui ramene Tequation du plan (OA, OAi) ä la forme suivante: 

{Lß,-MY,)x^{N'Y,-La,)y-\-{Ma,-Nß,)z = 0, 

laquelle se trouvant independante des coordonnees {a,b,c) du point (O') choisi 
dans le plan (t^a'\'ßib'\-Y^c^=0^ d^montre le theoreme enonce; et le tout 
se redüit a dire, qu'etant donne un plan parallele a la resultante de transport, 
et d^une direction normale (a^ßi^i)^ arbitraire quant au resle, tontes les droites 
originaires, menees parallelement aux axes principaux, relalifs aux divers points 
du plan, sont dans un mdme nouveau plan dont on obtient la direction nor- 
male (ctj/^s^^a) de cette maniere. Nommons OG la direction normale {paßiYi) 

CreUe*8 Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 3. 27 
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an plan donn^, et iV le moment principal, noas aurons: 

ce,.8lii(OfirO^) = ^-Ä-^-r„ A-8in(OfirOJ) = -^.y,^-|.«„ 

et ces valeurs demontrent que ce plan aouveaa se trouve dötermine par Taxe 
principal des forces en (0), et par la droite OGj normale au plan donne. 

Remarque XVII. 

On donne le Heu des centres pour chacun desqnels on a le plan principal 
correspondant, d'un Systeme donne de forces. Ponr trouver le Heu des inler- 
sections ou Tenveloppe de tous ces plans, il faut faire yarier dans Tequation 
qui les exprime d'une maniere generale, les coordonn^es. da centre correspon- 
dant. Soit f(a,b,c)^=0 une surface, et Ada'\-Bdb'\'Cdc=0 son equation 
differenlielle, A, B, C designant des fonctions connues de (a, h, c) a la fois. 
Nommons N\ M\ U les momenls des forces autour des trois axes en {a, b, c), 
paralleles aux axes coordonnes; on obtient par li: 

7V' = iV+r.c-Z.6, M' = M'\-Z.a-X.c, L'=: L + X.b-Y.a. 
Le plan principal, relatif a (a,b,c)^ et aux coordonnees courantes Xjy,z, a 
par consequent la forme: 

N'(x—a)'\'M'(y-b)-\-L'(z — c) = 0, 

en y substituant les valeurs de N', M!, L' en N ., . a, b, c, et differentiant 
ensuite suivant (a, b, c)^ on obHent: 

(JV+F.«-Z.>-)rfa-f(M+Z.a?-X55)rf44-(L + Jr.y-F.a?)ifc = 0, 
ce qui donne, en combinaison avec Tequation differentielle de la surface, les 
deux equations de condition: 

(N'\-Y.z-Z.y)B-{M^Z.x — X.z)A = 0, 
{ti\-Y.z-Z.y)C-(JL^X.y-Y.x)A = 0; 

lesquelles determinent, en association ä T^quation /*(a, 6^ c) = , les valeurs 
de a, b, c, en fonction des donnees N, M, L, X, Y, Z et des variables 
^ßX^^i ^t ^D substituant ces valeurs dans reqnation du plan principal, on 
obtient le Heu des intersections consecutives de tous les plans principaux rela- 
tifs aux divers points de la surface propos^e f(a, b, r) = 0. Quand celle«ci 
est simplement plane, les quantites A,B,C sont constantes; et eu egard aux 
equations de conditions obtenues, on pourrait avoir Pid^e de conclure de la 
que les plans prinicipaux, relatifs aux divers points d'un plan fixe donnö, se 
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coapent suivant une droile; mais cette conclasion serait inexacte, poisqoe Ton 
peat demontrer par la möthode speciale de Mr. Schweins que dans ce cas 
toQs ces plans se coapent en un mdme poinL 

La iDÖlbode differentio-parainetriqae des enveloppes tomberait encore 
en d^faot, ou da moins eile noas semblerait offirir une difficalte analogae, si 
par son moyen on yoalait rechercher le liea des iotersections des plans prin- 
cipaax relatifs aax divers points d'uoe droile donnee. Des lors il faat con- 
cevoir avec Taatear eile, deux points design^s sar cette droite, et demontrer 
par lä qae la ligne d'intersection des deax plans principaux correspondants est 
indöpendante de la position particaliere de chacan de ces points. 

Remarqae XVIII. 

La ligne dMntersection des plans principanx relatifs aax divers points 
d'ane ligne droite fixe qai colncide avec Taxe des abscisses Ox, est deter- 
minöe, eu 6gard a la melbode qa^on vient d'indiqner, par Tintersection des 
deax plans 

(/.) JVa?-[-ilfy-fL55 = 0, Y.z — Z.y = 0. 
Les eqnations de Taxe principal des moments, relatif a an point6=0, ^ = 0, 
a = a de cet axe Ox, seront 

N\y—M'(x — a) = 0, N'.z^U{x-a) = 0, 
oä Ton a maintenant 

1^'=N, M'=^M^Z.a, U=L-Y.a. 
Dela resalte: 

Ar.y_(i|f+Zfl)(a? — a) = 0, 
lSj.z~{L — Ya){x—ä) = 0. 

Ainsi, en iliminant la qnantiö a, qai change d^an point a Paatre de 
Ox, on obtient le liea des axes principanx, relatifs aax divers points d^nne 
möme droite Ox. On tronve ainsi la snrface gaache da second degr6: 

Y.xy-^-Z.xz^M.z — L.y Af yXlA "^^ ®' 

C'est anssi, autrement dil, le liea des perpendicnlaires indefinies a 
tons les plans passant saivant une droite fixe (i.) et chacan par an point de 
Taxe Ox oä Ton eleve an plan la perpendicalaire correspondante. Ainsi, en 
faisant glisser ane droite indöfinie (J) sar ane droite fixe Ox, avec Tatlenlion 
de conserver la direction de (J), normale au plan determine par une droite 
fixe (/.), et par le point d'intercection actnel de (J) avec Ox, on peut engen- 

27» 
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drer le paraboloide byperboliqae. C'est la one propriete g6oin6triqQe de cette 
surface gauche qne sa generation bien coouiie ne met pas en evidence. 

Remarque XIX. 

Le principe de la composilion des Forces etant cense demontre, je 
dis qu'on en peul deduire le theoreme fondamenlal de la theorie des Forces 
paralleles, sans avoir besoin de recourir a cette melhode de transformation 
indirecte qui introduit dans le Systeme deux Forces egales et diametralement 
opposees. Pour jastifier cette assertion, nous commencerons par enoncer et 
demontrer un theoreme subsidiaire de geometrie (Fig. 2 et Fig. 2 bis): qo^une 
transversale indefinie, connue de position et de directioni, coupe deux paralleles 
71^ 7i' aux deux points a, b respectivemenl. Je joins le point b de rencontre 
avec n', ä un point quelconque ^ de n; a partir du point ^ je porte sur n 
une ligne jfk egale a une longueur donnee pf sur n' et a partir de bj je 
porte, en sens contraire par exemple, une ligne bc egale a une longueur 
donnee q. Sur bc, comme diagonale, je construis un parallelogramme dont les 
cötes, partant de b, soient diriges suivant ba^ et bd qui est le prolongement 
de gb; je porte le cöte bd, ainsi obtenu, sur ^b, ä partir de g, ce qui donne 
ffh; sur les deux lignes (gA, gk) je construis un second parallelogramme; sa 
diagonale gn, partant du sommet g, coupera la transversale ba en un point O 
dont la Position, independante de la distance ag, depend uniquement des 
quantiles p, q et de la longueur ab interceplee par les deux paralleles sur la 
transversale. En effel, en prolongeant Ogn jusqu^a sa rencontre en m avec 
la droite n', j'obtiens par les triangles semblables: 

Oaiag = Oa'\-abibm, d'oü Oa = ab.ag:{bm — ag)^ 

bmibg = p:bd; bm = p.bg:bd = p.agibc = p.agiq. 
De la on conclut, en portant cette valeur de bm dans celle de Oa: 

Oa = ^, Ob = ^^; 

— 7 p — q ' 

ce qui demontre le theoreme enonce, et assigne la position du point. Mais 
la construction suppose qne les longueurs p, q soient prises en sens contraire 
Tune de Tautre. Si elles sont prises dans le möme sens, le point de ren- 
contre O tombe entre les deux paralleles, a une distance de n marquie par 
iib.g:{p'\'q)^ et a une distance de n' marqu^e par ab.p:(p'\'q). Pour 
distinguer et resumer abreviativement ces deux cas, on peut nommer ce dernier 
point de concours, cenire direct, et le premier, eentre inverse. Celui-ci etant 
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d^Ji desi^6 par (O), on peut designer TaQtrp par {()*). II est manifeste que 
quand les lignes p, q sont egales, le centre inverse passe a riDfini, a ganche 
oa a droite des deux paralleles, tandis qae le centre direct (O') tombe alors 
sur le milieu de ab, au centre möme des extrömilös de ab. En constrnisant 
les deux points {0,0') a la fois, pour deax paralleles et one transversale 
donnee, et avec les mömes longuenrs (p, +q)^ on a ce qn^on peut nomroer 
les deux centres conjugues. 

Poor completer le theoreme, sapposons qae Ton repete pour le point 
de rencontre a et pour la droite ti' la construction effectuee plus haut pour 
le point b et pour la droite n. Les nouvelles diagonales ainsi formees, passe-^ 
ront encore par le point O d'une pärt, et par le point 0^ d^autre part. A cet 
effet on porle sur n, ä partir de a, une longueur p; on Joint (a) avec un point 
arbitraire f de n'; sur p, comme diagonale, on construit le parallelogramme 
dont les cötes se dirigent suivant aO, af; sur n\ et ä partir de f, on porte 
une longueur q en sens contraire de p: sur af prolonge, on prend une lon- 
gueur egale au cöte, suivant af du premier parallelogramme. La diagonale du 
second parallelogramme ainsi determine, ira passer encore par le centre 
inverse, quelle que soit la position du point f sur n'; et il en est de möme 
encore du centre direct. 

Cela pose : concevons deux forces paralleles et contraires, par exemple 
P» Qß appliquees respectivement aux points a, b d'un corps rigide ou d'une 
simple barre baO. On peut toujours joindre le point d'application b de la 
force Q k un point quelconque ff de la ligne d^action de P, ligne qu^on nomme 
encore n, et substiluer a la force Q ses deux composantes, Tune be suivant 
ba, Tautre bd suivant gb prolonge. La derniere peut £tre consider6e comme 
appifquöe au point g oü eile se compose avec la force P=ffk, et donne, 
en combinaison avec celle-ci, une resultanle gn qni change avec la position 
du point ff sur n, saus cesser de passer par le point O dont la distance ä la 
ligne de P, mesuree suivant Oa6^ est donnee par Tegalite Oa:ab=zQ:P — Q. 
De plus, la force be pousse le Systeme rigide de b vers O suivant la droite bO. 
Ainsi les deux forces paralleles se trouvent reduites aux deux forces be, ffn, 
dont les lignes d'action se coupent au point O. Mais a la force ffn appliquee 
en 0, je puis de nouveau substituer ses deux composantes Egales et paralleles 
a ffk, ffh == bd, ce qui en O donne finalement la force P et la force Q, 
resnltante de be, bd} ou en resultat la force nnique P—Q. Pour le cas ou 
les deux forces proposees auraienl le möme sens d^aclion, elles auraient nn 
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poiDt de coDcours direct (y et one resallante P-f (?• Ainsi, deax forces 
paralleles ont toujoars une resultante egale a leor somme algebriqae, laquelle 
resoltante passe par le point de conconrs inverse ou direct de la transyersale 
de lears points d^action, selon qae leurs sens d^action sont contraires, ou dans 
la möme direction. II est clair d^apres cela qae denx forces paralleles, igalea, 
et contraires, mais non-diametralement opposees, ont one resultante P — P=0, 
appliquee ä Tinfini; qu^ensuite Teffet de deux forces paralleles quelconques 
sur un Corps rigide doit ötre detruit, si Ton fixe un point quelconque de la 
ligne d'action de leur resultante, ou le centre O, ou (y, selon les deux 
cas. Puisque donc la distance de ce point doit se calculer par la formule 
(Oä, (Vä) =:ab.Q: (Pqp g), on obtient P.Oa=Q.OS pour le premier cas, 
et P.(ya=^QM*b pour le second; ce qui constitue une seule et m^me loi 
pour les deux cas: la loi d^equilibre connue du levier. On voit de plus que 
la pression du point fixe est egale a la somme algebrique des forces paralleles; 
et que la ligne d'action de leur resultante est le lieu des divers points, censös 
tour-a*tour fixes, autour desquels les forces partielles se fönt equilibre. 

Remarque XX. 

Le theoreme que nous avons enonce dans la premiere reman/ue s'ap- 
plique aussi avec une remarquable simplicile au mouyement de turbination d^un 
Corps solide, pourvu d'un point fixe; et mene immediatement a Texpression ana- 
lytique simplifiee de la Variation instantanöe de coordonnees de Tun quelconque 
des points du solide. Mais pour ne pas refaire inutilement ce qui se trouve 
expos^ par divers auteurs, nous pouvons admettre ici le tbioreme de Tim- 
morlel Euler, a savoir, que tout döplacement instantane du solide est un 
mouvement de rotation de tous ses points autour d^un mdme axe, passant par 
le point fixe. Seit (O) le point fixe, partant le centre de gyration du solide; 
Ol Taxe instantane de rotation en (O); J|, Bi^ Ci les trois angles de sa 
direction avec trois axes coordonn^s fixes OX, OY, OZ qui ont le point (O) 
pour origine et sont rectangles enir'eux. Nommons D un point materiel 
quelconque du solide, et {x, y, z) ses coordonnees rectangles, le point ötant 
rapport6 aux axes dont il s'agit. Seit (> la distance normale du point D a 
Taxe Oli r sa distance invariable a Torigine (O). Nous aurons par consequent: 

cos DOl = — cos ili-f ~ cos Bi-\ — cos C» , 

p' == r*-r'. cos'(/>OI) = «'^^^«»—(ar.cosJi-f y.cosÄ,+«. cos Ci)l 
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De plus, le plan de rotation, c'est-a-dire le plan perpendiculaire en O h 
Taxe Ol, aora pour iquation: 

x.cosAi'\-y.eo8Bi'\'Z.eosCg = 0. 
Le chaDgement total de distance eprouve par le point D du solide, 
toornant d^nn angle dSl snr Taxe Ol, est evidemment ff.d£l; et pour avoir 
les variations de coordonnees dx, dy, dz qui sont dües ä ce changement, on 
n^a qu'a projeter relöment lineaire if.dil orthogonalement sur les trois axes 
fixes {Ox, Oy, Oz). Ainsi, en designant par A[^ Bfi^ d les trois angles de 
sa direction avec les mömes axes, on obtient: 

dx = if.d£l.cQsAx^ dy = Q.d£i.cosB[^ dz = Q.dSl.eosCl. 
Hais eu egard a ce que 8m{D0I) = ^:r, et a ce que cosDOx=x:r,...^ 
on obtient en vertu du theoreme cite: 

(f.cosA'i = srcos^i — >'.cosCi; if.d£2.coaB[ = xcosCt — zcosA^^ 

(>.cosCI = ycosw^i — x.cosBi^ 
ce qui donne par la Substitution de ces valeurs, les formules symetriques: 
dx = (zcosBi—ycosCi)d£2, dy = (xcosCi — z cos Ax)dQ, 

dz = (yeo8Ai — xco8Bi)dQ. 
Mais en faisant tourner le solide successiyement de trois rotations 
elementaires dtp, den, dq> autour des axes (Ox, Oy, Oz) respectiyement, ces 
axes etant pris tour-ä-tour comme essieux fixes, et dinotant par d'x, d'y, d'z 
les changements de coordonnees qui en resultent pour le point D qu'on con- 
sidere, on obtient: 

d^x = zdfo — yd<p, d'y == xdfp — zdtp, d'z = ydxp — xdm. 
Pour que ces mouvements successifs ou simultanes partiels soient equivalents 
en resultat, et quant au d^placement total produit, a un seul et möme mou- 
vement el^mentaire quelconque designe, il faut quil soit toujours possible de 
rendre identiques entr'elles les variations de coordonnees dx, dy, dz d^une 
pari, et d'x, d'y, d'z d'aulre part. Cela donne: 

zd(D — yd<p = zcosBidil — ycosAi.dSl, 

xdq> — zdip = xcosAidSl — zcosCi.dS2, 

ydtp — xdw = ycosCidSl — xcosBi.dil; 

et celles-ci devant 6tre satisfaites pour des valeurs quelconques de {x, y, z\ 

on doit avoir: 

dxfß = dlß.cosJi, do) = dlQ.cosBi, dip = dil.cosCi. 
Ces equations de condition qui sont necessaires et süffisantes, ramenent au 
principe de la composition des mouvemenls de rotation. 
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Remarque XXI. Centre d'inertie. 
LMdee du centre d'inertie d'nn corps oa d^an Systeme qaelconqae de 
Corps, est iDconteslablement plus generale que celle du centre de grämte qai 
ne s^applique a la rigueur qu'aux corps pesants. En effel, ce dernier point ne 
se definit habitaellement que pour le cas ou toutes les mol^cules d'un corps 
soot censees sollicitees par des forces paralleles seulement: au contralre la 
premiere idee sabsiste independamment de loute consideralion de forces et 
de toute notion de mecanique. Gelte asserlion de notre pari trouve deja en 
partie sa justificalion dans les idees d^Euter *) ; et quoique Lagrange et liO- 
place ont adopte de pref^rence la denomination de centre de gracite, il n^est 
pas difficile de se convaincre que leur maniere de voir est assez conforme 
a Celle A'' Euler. Laplace definit en effet **) ce centre par des 6quations 
de condition purement analyliques; et Lagrange procede d^nne maniere ana- 
logue dans sa mecanique analytiqoe ***). 

Pour monirer que Tidee du centre d'inertie peut en effet dtre degagee 
des principes de mecanique, on peut proceder de la maniere suivante. Une 
quantite de matiere quelconque, censee conce*ntree en un point, ou dans un 
espace, infiniment petil suivant toutes les dimensions, est ce qu^on peut nommer 
un point materiel. Le moment d'un point materiel par rapport i un plan, 
est le produit de sa quanlite de matiere par sa distance normale a ce plan. 
Le moment total d*un corps, relatif a un point de concentration arbitraire, et 
par rapport ä un plan quelconque de Tespace, est le produit de sa masse par 
la distance de ce point au plan dont il s^pgit. Le centre d^inertie dun corps 
ou egsteme de corps, est ce point special pour lequel le moment de la 
masse entiere est igale ä la somme des moments des parties infiniment 
petites dans lesquelles on dimse cette masse, par rapport ä un mime 
plan de comparaison. Pour le cas des corps terrestres seulement, le centre 
d'inertie peut se nommer centre de gravile parceque de tels corps sont 
constamment soumis ä Taction de la gravit^, et qu'alors les masses sont pro- 
portionnelles aux poids correspondants. Cette maniere de proceder montre 
en möme temps que le centre en question pour les corps d'Ici-bas est inde- 
pendant de toute bypothese de paralleiisme de forces de la pesanleur; et Ton 
confoit encore immediatement ce point pour un Systeme de corps soustraits 

*) Tbeoria motus corpomm rigidorum. 
**) Mecanique cöleste. T. I. p. 46, les dernicres lignes du No. 15. 
♦♦♦) Tome I. page 63. 
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a Pinfluence de la pesantcur terrestre, et soumis ou non soumis ä leurs attractions 
et repulsioDs mutuelles. Mais de qaelqoe fa9on qu'on envisage la definilion 
da point dont il s'agit, il reste ä demontrer generalement le theoreme suivant 
dont un cas particulier a ete enonce par iMr. Steiner de Berlin, et demontre 
par Mr. Clausen dans ce Journal (tome 7 p. 33). 

yyPour construire le cenlre Sinerlie de n points materieU, il suffit 
yyde construire celui des n — \ pr emiers points; de le joindre par 
„une droife au n'^'"^ point, et de diviser cette droite en deux parlies 
^inversement proportionnelles ä la masse du n^^"*^ point et ä la somme 
yydes masses des n—l pr emiers, he point de division ainsi obtenu^ 
yfiera toujours le meme, dans quelqu^ordre qu*on compte les points 
y^donnesf ce sera leur centre d'inertie ou de masse. 

Si tous les points donnes ont des masses egales, leur centre d'inertie 
devient identique au cenlre des moyennes dislances, et Tenonce precedent se 
reduit au theoreme de Mr. Steiner. D'abord il resulte de la definilion du 
centre d'inertie, qui se traduit analyliquement par des equalions lineaires, que 
pour chaque corps ce point est unique; de sorte quil suffit de prouver que 
dans une premiere maniere de compter et de combinef les poinls proposes^ le point 
de division obtenü d'apres ia regle enoncöe, colncide avec leur centre d'inerlie. 

Solent m, m', m", ... f/i^"""^^) les masses respectives de n points proposes; 
M leur somme; ^i, yi, z^ les coordonnees de leur centre d'inertie; x, y, z 
Celles de nt; x\y^,z^ Celles de m'^etc; on aura par definition: 

!äx^ = mx^iti.x'^ ni\x''-\ \ m^'"''\ x^'"'^\ My^ = wy-f . . ., 

JMzi = tnz -j- . . . • 
Mais en nommant x[^ yl, z[ les coordonnees du cenlre dinertie des n — 1 
Premiers points, on doit avoir encore: 

{m'\-m'-\ |-m<-'>)j:;=iiiJ?4-mV-f .•.-j-w<''-^\ j?^''-'^; (iw+iw'-f ...)ri=-; etc. 

ce qui donne par Substitution dans les trols premieres egalites: 

ilf,jr^=^(fii-fm'-j f-m(''-^>)a-;-f m^''-»>).ar^"-*\ ilfy, = ..., Mzi = 

Or en noinmant S, 2\ U les coordonnees du centre d'ineriie des deux masses 
(m -|- »»' + 'w" T" •'• -f w*^""^^) et iw^"""^^ placees respectivement aux deux points 
(^i^yii^i/ e^ {x^'"'^^ y^'""*\ z^""^^)^ on doit avoir encore par definilion: 

Et en comparant ces valeurs de S, T, V, avec celles de x^^ y^, sr^, on en 
condut immediatement: 

Xg = S, y^=^T, z^ = ü, ou iS = Xi, T = yM f/==«r, 

CreUe*i Joarnal f. d. M. Bd. XUV. Heft 3. 28 
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donc le centre dinerlie des deux masses [m-f •»'•}- • • • -f w»^""^^] i ©t m^""*^ 
placees respectivement en (x[^y[^z[) et en (ar^"""*\ y^'*""*\ «^'""*^), colncide avec 
celoi des n masses primitives, et reciproquement; ce qui mene en effet ao 
theoreme enonce plus haut, qoe noas avons deja elabli dans notre cours de 
statique, et que nous avons juge utile de reproduire aveo de nouveaux de- 
veloppements ; car le passage cite de ce Journal nous porle ä croire que 
le theoreme est nouveau; du moins quant ä la demonstration qu^on vient 
d'exposer. D^ailleurs nos observations sur le centre de gravit^ acquierent une 
certaine importance, quand on veut commencer i'etude de la mecanique par 
la demonstration du principe des vilesses virtuelles, basee sur Tidee de centre 
de gravite, et degagee de toute notion sur la theorie des forces paralleles» 
ce qui est precisement le cas de la mecanique analytique de hagrange. 

Remarque XXIL Centre d'inertie. 

Yoici maintenant quelques autres developpements concernant une pro- 
priete generale de ce centre, et que Lagrange et Laplace presentent sons 
des formes tellemenl differentes qu^on a de la peine a reconnaitre requivalence 
de resultats exprimes par leurs formules generales. De plus, le resultat donni 
par Poisson (tomel, p. 117} de son ouvrage, n^est qu^un cas particulier de cette 
propriele generale dont Lagrange (?) parait ölre le premier auteur et que 
nous allons developper et demontrer d'apres ses propres notations. La roethode 
de delerminer le centre d'inertie d^un sysleme quelconque de corps materiels 
dont on connatt deja les centres partiels, par Tevaluation des moments de 
messe, peut suffire dans tous les cas. Mais on peut la remplacer aussi dans 
de certains cas par ce qui suit. Soient P, P'j P", ... les poids des corps 
partiels; {xyz)^ {x'y'z')^ ... leurs centres d'inertie respectifs. En entendant 
par f,g, h, trois quantites arbitraires, et par X la somme des moments de 
P, P', P*\ ... par rapport au plan coordonnee yz, on aura d'apres Lagrange 
et en vertu de la valeur de X= Po: -fPV-f etc., en commen^ant par deux 
poids seulement: 

[x-cp+pon' = p'.{x-n^p'\x^-n^2pp\{x-n{^'-n 

= [P{x-ff^p\x^-fn{P'\'P') 

— PP'(x—ff—PP'{x'—ff'{- 2PP\x—f){x'—f) 

= \P{X -ffJf.P'{x' -ff] (P+ PO - P. P' . (o? - xj. 

Or si Celle equation est vraie pour le cas de n poids P, P\ P", . . ., 
eile Test encore pour n-\-2 poids; de sorte qu'etant vraie pour deux, eile 
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doit r^lre poor nn nombre entier qaelconque. Pour le d^montrer, soit fait 
daos le cübs de n roasses oa poids: 

et sapposons qa*on ait: 

(I.) (i:-/-. (P^ P' + . . . 4- pc-*)}^ 
= [P(a?_/-)^4.... -f pc-*).(j?c-*)_/')^ (P^. ... 4.pc-')) -:s;'\ P. P\ {x-xj. 
Noas disignons par JS^"^ . PP {x — x'f la somme de toules les qoantitis 
analogaes a PP\x — x'f^ qae Ton obtient par tootes les combinaisons des 
n poids 9 deax-a-deux, et des differences d'abscisses correspondantes : je dis 
qae Tegalile (I.) elaat vraie pour n, Pest eocore pour n-\- 1 , et qa*on doit avoir 
par consequenl: 

(II.) {X- f{P-\- P' + . . . P<">)» 

En effet, en representant d'abord par V le premier membre de Töga- 
liti (I.), j'anrai evidemment: 

[X -{- P<"> . a?<"> - /•(P+ P' -f- . . . + PC'f 
= [F-f- P<-)(xt">-/-)]* = F»-f-2 F.PC'). a?(")- 2 F. P<-'.^4-(P<">)».(a?(->-/-/; 

ou en mettant pour V sa valear JC— /"(P-j-P'-f- •*• "F''^""*^)» o" transforme 
le second membre en cel autre: 

F» -j- 2 . pc) . arO . [Px + P'ar' + ... + P(-»> . «<"-»> \ 

^ ^ -2.Pf->./-.[Px+P'a:'+...+P<-«.a?(-'> [^ . ^'^ 

-^(P+P'+....+Pf->)]) 

Mais en substituant ä V sa valeur, on obtient: 

r»-|-p(->.p(-). («(->-/•)» 

= [P(ar— /•)'+ ... +Pt-«(aK"-')-/')'J(P-f P'-f ... +P<"-»>) 
— .5;;-» . P. P' (a? — xT + P("> . P<-> . (a?(-> — ff 

= [P(x -/')'+ ... -f-P<-)(xW -/•)»] (P-|-P'+ ... -fi^"') 
--P<">[P(a?— /•)»-f ... -fP<-«(x<"-« -/-)»] 

-P<''>(P-|-P'4- ... -fP<-'>)(a?(-> -/•)»— .Zr-'.P.P'.(«—ar')». 

Ainsi la quantite marqnöe (III.) devient: 

[P{x-ff-\- ... -f P<"> (»<"'- /-j^CP+P'^ ... -|-P<->) 

— PW[P(a? — /)» + ... + p(-»>(a;("-') -/")'] - P<">(P-f ... -f P<'-')(a?(-> -/•)» 
-i- 2PW . «f •' . (Px -f . . . -f 1»^"-" . «<"-*^) - 2PW . «<"> /. (P -}- P' -(-... -|- pt-»>) 

- 2P<"> .Z'. ( Pa? -I- P V + . . . -f Pt-« . a?<"-')) -f 2P<"> . /'^ (P-j- P' + • • • + P<-'>). 

28» 
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Or en forroanl tous les terroes en f, p des trois dernieres lignes de 
ce tableao, et mdme sans les former, on s'apper^oit que toQS ces termes se 
detraisent, et que ces lignes se reduisent ä Texpression suivante: 

— P^''>P.ar^ — P<">.P'.jr'' p(»),p('.-i).^(«-i)^jp(«-i) 

-P^-\P.x(«>.ar(''>-P^"\jP'.;r^''>.a*<"> p("\ p(--») . ar^-) . x^«) 

laquellc se reduit elle-möme a la forme: 

— P.P<''>.(a?— a?<''>)'-P'-F^">(a?'-ar(''>/ p-) , P<--») . (orC-*) _ ä<-))^ 

Ainsi ie premier membre de reqaation (IL) se ramene en effet a la valenr 

[P(ar_/^)^-f ... + P").(a?(-)_/^)^P+P-f ...^-P")) 

— -Z';~*P.P.(a: — j:')' — i^'^-^-C^ — ^^"0" 

En remarqaant que toute la ligne de termes de cette expression qui viennent 
apres Ie premier, se r^duit a iS*o . P. 1^{x — :r')% on conclot que toute Texpression 
elle-möme devient precisement Ie second membre de Pequation (11.)^ laqnelle 
se trouve donc demontree. Si Ton nomme Y, Z la somme des momenis 
des n poids par rapport aux plans {%Xy xy)^ on a aussi, quel que seit n: 

-I- p<-»> (/"-»> -/•)*] (P+ • . • + P<"-"; - ^o"-'. PP'(r- y'T • . . 

(I".) {Z — Ä(P+ "'■\-P^-'^)Y = [P{z—hf-\-F{z'—hf-\- ... 
+ !»(«-•) («(«-« _ Ä/j (P_|. ... _|. PC-«) _ ^;-». p. P'(« _ zj . . . 

Les eqaations (1, 1', II"3 itant admises, concevons que l^origine des 
coordonn^es, jasqoMci arbitraire, colncide avec Ie centre de gravite 6 des n 
poids P, P,... P^'"^^ et que Ton entende par f, g, h les coordonnees d'nn 
point qnelconqoe JKde l'espace. On aura dans cette supposition ^=0, y=0, 
Z = 0. Les trois equations cilees deviendront, on donneroot da moins: 

,2 _ P(y-9)*+P(y'-9)'-\-- 2.p.p.(y-y)* 

~ £.P {2.P)* ♦ 

., _ P(z—h)*+P(z'—hy+ ... 2.P.P.(z—sf)* 
" ~ £.P {2.P)* ' 

Ajontant ces trois eqaations membre-ä-membre, et faisant remarquer 
qae f^-{-ff'-\-k^ = KCr, noas obtenons ce qui sait: 

(IV.) jLb 27p {£Tr 



9 
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Si Ton designe par A, A\ A\... A^"''^^ les posiüons des centres de gravil^ 

des poids P, P', P", ... P^""^^^ od peut ecrire ce resullat sous la forme purement 

geomelriqae : 

.y^ 177VI Ü.P.AK* £.P.P.AA'^ 



£.P {2.P)* 

S.P.AK designe la somme des produits des poids par les carres des dislances 
de leurs centres au point arbitraire K; et 2P.P .AA exprime la somme 
des prodoils des poids deux-a-deux par les carres des distanees motuelles 
des centres. Quand le point K colncide avec le centre Gy on obtient: 

= {:e.P){s.p.äg^)—2.p.p.j[a'. 

En combinant celle-ci avec celle (V.) da cas gen^ral, on troave 

(VI.) 2. P. A^ = JS^. P. Je" + G^x {2P). 

On conclot dela qae la somme des produits des poids de plusienrs 
corps, par ies carres de lears distanees ao centre de gravite general, est plus 
petite que la somme analogoe relative a tout autre point de Tespace; partant 
que cette premiere somme est un minimum. Mais c^est lä une verite purement 
geomötrique, ce que Ton con^oil mieux, en substituant dans ces equations et 
enonces, les Masses aux poids, et Tidee du centre d'inertie ou de masse ä 
celle de centre de gravite. Et des lors les transformations faites ci-dessus^ 
D^empruntent rien evidemment aux principes de mecanique; elles sont purement 
giometriques on analytiqnes, et reposent sur la simple suppodition que les corps 
sur lesquels ou raisonne, sont materiels. Mais cette supposilion offre Tavan- 
tage de pouvoir introduire dans la geometrie m6me, de nouvelles conceplions, 
et de generaliser par exemple immediatement Tidee du centre des moyennes 
distanees 9 et de la transformer en celle du centre d^inerlie. 

Pour donner a la formule (IV.) une autre forme analytique, designons 
pai" ^19 yn ^1 '^8 coordonnees du centre de P, rapporle a Irois axes rectangles, 
ayant leur origine en un point arbitraire K; par ar|> y^ ^i celles du centre 
de P\ ..M et P&r Xi^ Y^^ Z| celles du centre gen^ral; le tout etaiit rapporte 
aux axes rectangles en K. On aura donc: 

x—x'^x^—x'i^ r— r'=ri— ri» «— a' = «i— «1,..., 

et la formale (IV.) devient, en subsUtuant encore les masses m, m', ... anx 

poids P, P, ...: 

(VII.) Xl-\-Yl^Z\ 

_ 2'fn(x\ -\-y\-\-t.\) .g.m.mM(x.-j:'.)'+(y. -/.)*+(».-»;)*} . 
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et teile est, aox notations pres, la fornmle donnee par Laplace (tone I, p. 45). 
Qoant au resoltat de transformalion etabli par Pohson (tomel, p. 117), il n'eat 
qu*on cas particuiier de requation (IV.), et il en risulle par rbypotbise d^a 
faite de KG = 0. 

Remarqoe XXIII. 

On sait qoe la mdtbode d^Euler, d'exposer les lois genirales de Tiqui- 
libre des fluides est basee snr le principe experimental de regalitä de pression 
en tout seos. Mais Lagrange, qoi ne coosidere pas cetle propriite comme 
indispensable dans cet e^cpose, d^duit en effct ces lois du principe des vitesses 
virtuelles et de la nalure des fluides, consideres corome des amas de mol^ 
cules tres diliöes, independantes les unes des autres, et parfaitement mobiles 
en tout sens. Toutefois Ton ne voit pas bien comment la demonstration quMI 
donne de ce principe, est valable pour le cas d'un liquide et d^in fluide ilastiqoe. 
On ne saurait iviler la difficulti, en suivant la marcbe de Poi9$on qui d6- 
montre le principe, en admellant celui de Pegalite de pression en tont sens. 
D'nn aulre cötö, la roetbode i^Euler est d'une simplicite et d^une Incidite teOe 
qu^elle a en jnsqu'a ce jour, et qu'elle aura sans deute long-temps encore Ifl 
priference sur tonte autre; dans Tenseignement surtout, oü il convient de ne 
jamais s^ecarter trop des resultats immediats de la science. Nous essayerokia 
dans ce qui suit de demontrer a la fois le principe des moments virtnels, et 
celui de la transmission des pressions pour le cas de.^ fluides. 

Concevons plusieurs forces P, P, P^ . . . appliquies par le moyen de 
pistons ä un amas de mol^cnles fluides, cense incompressible, et contenn par 
les parois solides d*un vase absolument fixe; et supposons que riqnilibre snb- 
siste. Soient S, S^, S^', ... les surfaces des pistons, susceptibles de glisser 
dans des cylindres qui les emboltent exactement Si par Tintervention d*une 
force elrangere ajoutöe a P, on tronble r^qnilibre, en enfon^ant le pislon S* 
d*nn cbemin dp, le volume fluide diminue de ce cötö d^une quantite infiniment 
petite dV, tandis que du cöte des pistons S', S", ... qui seront reroules du 
dedans en debors des cbemins dp', dp'^,...i\ augmente des quantite dV, dV, ..., 
et Ton a en vertu de rincompresslbiliti: 

dV-dV' — dV' = 0, mafs dV = Sdp, dV = STdp^, foü: 

Sdp — S'dp'—S^'dp" = 0. 

Or comme requilibre general subsiste dans Temas fluide, il faut que 
cbaque molecule seit en iquilibre, taut sous Taction de la force elementair 
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propre q>.dm qui la sollicile, que soas raclion des pressions qu^eile re^oit des 
molecales adjaceotes, et lesquelles pressions sont dües aux forces propres 
de celles-ci et aux forces exlerieures P, P', P", .... II faut donc qae la somme 
des projectioDS ortho^nales de tootes ces forces, relatives a une möme molö- 
ciile, sor on axe quelconque, soll nulle , ou ce qoi revient encore au möme 
ici, que la somme de leurs momenis virtuels seil egale a zero. U s^ensuit de 
la que la somme totale des moments virtuels des forces exlerieures PjP, P" . • . , 
des forces propres (pdm, q/dm", (p"dm'\ ... qui sollicilent les molecules, et 
des forces de pression qui peuvent leur ötre transmises, est aussi egale ä 
z6to. Hais la somme des moments de ces forces de pression doit ötre nulle 
identiquement, comme etant composee d'une suite indefinie de termes egaux 
deox-ä-deux et contraires. Car si une molecule, prise oü Ton veut dans la 
messe fluide, souffre sur une face dw, dirigee d'une maniere quelconque, une 
pression n.d(o, il faut qu'elle exerce pour requilibre, sur la face d(o de la 
roolecule adjacente une pression — n.dcD. Or dans le diplacement elementaire 
que suppose le principe des vilesses virtuelles, ces deux molecules. ne cesseront 
pas de rester juxta-posees ; et quoique Ton con^oive qu'elles puissent glisser 
Tune sur Tautre par la face commune d(o, il est manifeste que leur döplacement 
dans le sens normal au plan de da), doit ötre le möme ; de sorte que la somme 
des momenis virtuels des pressions mutuelles qu^elles se communiquent, est 
nulle. Si donc on denote par dS le cbemin decrit par la messe dm dans les 
sens de sa force elementaire propre tp.dm^ lors du deplacement des pistons et 
de la messe fluide dans le vase fixe, il festere simplement pour somme totale: 

-T.Prf/^-fÄ.yrfin.rfl = ... c. q. f. d. 
Le signe de sommation j9 s'etendant a toutes les molecules de la messe 
pour le cas particulier oü les molecules fluides sont censees depourvues de 
toute force propre, on a en cbaque point 9^ = 0, ce qui donne: 

S.P.dp = 0. 

Pour le cas de deux forces seulement, P, P, on deduit dela Pdp-^Pdp' 

P P 

= -^rfF — -^rfF' = 0, et comme rfr' = rfF' pour les fluides incompressibles, 

on obtient P:S^=P:S^. II s'ensuit dela que si la force P agit seule, iS>' etant 
alors une paroi fixe, eile doit transmettre par unite de surface une pression P: S, 
et sur jS' une pression P.S*:S, quelle que seit la position de S'; ce qui 
demontre Vegalite de pression. 

Bruxelles ce 15 Mars 1849. 
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13. 

Über die Sätze vom Parallelogramm der Kräfte 
und vom Hebel; so wie vom Parallelepipedmii 

der Kräfte. 

(Vom Herausgeber.) 



Vorbemerkung. 

1. 

LI er Satz vom Parallelogramm der KräfU Iflfst sich aof den Sali 
vom Hebel gründen, also mittelbar beweisen; wie es z. B. Poineol in seiner 
Statik versuchte. Eben so Ififst sich umgekehrt der Salz vom Hebel auf den 
vom Parallelogramm der Kräfte grfinden, also ebenfalls mittelbar beweisen; 
wie es z. 6. Eytetwein in seiner Statik gelhan hat. Auch fehlt es nicht an 
mancherlei unmittelbaren Beweisen des einen und des andern Satzes, unab- 
hfingig von einander. Die unmittelbaren Beweise des Salzes vom Hebel sind 
einfach, und bedürfen nur gewöhnlich des Überganges vom Rationalen zum 
Irrationalen. Diejenigen vom Parallelogramm der Kräfte sind zum Theil 
sehr künstlich, und beschreiten g'ewöhnlich ebenfalls jenen Übergang. Kürz*- 
lieh hat Möbius den unabhängigen Beweisen des Satzes vom Parallelogramm 
der Krfifte noch einen neuen, sehr sinnreichen Beweis hinzugefügt, welchen 
auch dieses Journal im 2ten Heft 42ten Bandes (S. 179 etc.) mittheilte. 

Wir wollen hier versuchen, die mittelbaren Beweise der beiden Sätze, 
die man für die Elemente gewöhnlich vorzieht, noch etwas schärfer und ein- 
facher zu geben; dann aber andere, unmittelbare Beweise der beiden Sätze 
anheimstellen, aus deren jedem der andere folgt. Endlich werden wir einige 
Bemerkungen über den Satz vom ParaUelepipedum der Kräfte beifügen. 

Da ein so ausgezeichneter Mathematiker wie Möbius noch neuerdings 
es nicht verschmäht hat, sein Nachdenken auf diese elementaren Dinge zu 
richten, so wird es dem Herausgeber dieses Journals erlaubt sein, auch seine 
Ansichten darüber hier möglichst kurz milzutheilen. In der That ist die mög- 
lichst feste und einfache Begründung der Mathematik nicht minder wichtig, 
als die immer weitere Entwicklung derselben. Auch ist sie wohl eben so 
schwierig, als diese, ja selbst eben so unmögÜch, als der Abschlufs der 
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Weilern Entwicklung Die Mathematik bewegt sich, gleich allem menschlichen 
Wissen, zwischen zwei unbegrenzten Unendlichen. Sie bebt sich aus der 
unergrQndlichen Tiefe des einen Unendlichen hervor, und strebt, immer weiter 
sich entwickelnd, nach oben zu einem andern Unendlichen. Beide sind un- 
begrenzt. In der Geometrie z. B. sucht man vergebens seit Jahrtausenden 
nach einer genügenden Theorie der Parallelen; und eine Erklärung der Ebene, 
die strenge und zugleich für das Weitere brauchbar wfire, giebt es nicht, 
obgleich sehen die Elemente sich fiberall in der Ebene bewegen. Sie sprechen 
immerfort von der Ebene, und sagen doch nicht deutlich, was sie eigentlich 
sei. Wenn Jemand sagt: die Geometrie habe keinen sichern Grund, sondern 
müsse wohl nur deshalb richtig sein, weil alle ihre, auf den fi>oratisge.netzten 
Grund aufgeschichteten strengen Schlüssd nirgends auf Widersprüche führen, 
so dürfte sich dagegen nicht viel einwenden lassen. Daher möge man denn 
auch fortgesetzte Bemühungen um die möglichst feste, wenigstens klare und 
einfache Begründung der Elemente nicht verwerfen und nicht etwa gleich- 
gültig darauf hinabsehen. 

Beweis des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte, wenn der Satz vom Hebel als 

bewiesen vorausgesetzt wird. 

2. 
A. Der Satz vom Hebet besagt, dafs zwei Krfifte p und q, die in be- 
liebigen, aber parallelen Richtungen ÄA^ und BB^ (Fig. 1, Taf. 111.) auf den 
Hebel ACB wirken, um denjenigen Punct C im Gleichgewicht sind, dessen 
Entfernungen CA = a von A und CB = b von B sich verbalten, wie q zu 

p, so dalli 

(1.) ap «= bq ist.. 

JB. Wenn man von Krflften p und q spricht, so meint man unter den 
Buchstaben p und q ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale Zahlen, 
deren Einheit irgend eine zur Einheit angenommene Kraft ist. Eben so, 
wenn man von den Entfernungen a und b des Puncts C von A und B spricht, 
so meint man unter den Buchstaben a und b ganze oder gebrochene, rationale 
oder irrationale Zahlen, deren Einheit irgend eine zur Einheit angenommene 
hänge der geraden Linie ist. 

OfiPenbar ist es aber ganz gleichgültig, welche Kraft man zur Einheit 
der Krfifte und welche Linienlfinge man zur Einheit der Linienlange setzt, 
wenn man nur stets« dieselben Einheiten beibebAlt. 

Grelle*» Joarnal f. d. M. Bd. XLIV. B«ft 3. 29 
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C. Hat man nun fflr die auf den Helel ivirkenden beiden Kräfte 
irgend eine KraftSinheil angenommen, so Ififst sieb, da aucb die Lfingen- 
Einbeit fQr die Linien willkürlich ist, offenbar eine solche Ldn^en^^Einheit 
annebmen , dafs die Linie CB = b durch dieselbe Zahl p ausgedrAckt i;vird, 
durch welche man die Kraft p gemessen hat, so dafs also die Zahl b der 
Zahl p gleich ist. Dann aber mufs hier, vermöge des Satzes vom Hebel (l.)) 
wegen b^=p, aoch nothwendig a = q sein; denn ap=^bq giebt ffir b=p, 
ap='pq, folglich ai=sq. 

So dracken nun die Zahlen p und q vonständig die Gröfse der beiden 
Krfifte und zugleich die Länge der Linien BC und AC aus, und die Figur 
giebt ihre Richtung an. 

D. Man lege jetst in der Richtung der geraden Linie ACB an A die 
Kraft AAi=p und an B die gleiche Kraft BBi = p, so Andern diese neu 
hinzukommenden Kr&fte an der Wirkung auf den Hebel nichts; denn sie 
heben sich auf. 

E. Statt der beiden gleichen Kräfte AAi^=p und AA2=p setze 
man eine miltlere Kraft AA^^ die eben so auf den Punct A wirkt, wie jene 
beiden Kräfte. Die Richtung dieser midiem Kraft macht nothwendig mit AAi 
und AA2 gleich grofse Winkel AiAA^z=zA2AAy. Denn da die KrAfte 
AAi und AA^ gleich grofs sind, so ist kein Grund vorhanden, weshalb die 
Richtung der mittlem Kraft derjenigen der einen Kraft nfiber liegen sollte, als 
der der andern. Die Gröfse der mittlem Kraft bleibe einstweilen daliingestelU. 

F. Eben so setze man statt der beiden Krfifte BBi=p, und BBi=q 
eine mittlere Kraft, die eben so auf den Punct B wirkt, wie jene beiden. 
Von dieser mittlem Kraft sind sowohl Richtung als Gröfse noch unbekannt. 
Von der Richtung weifs man blofs, dals sie, wie z. B. die Linie BB^^ zwischen 
die Linien BB^ und BB^ fallen mufs; denn sie kann weder in eine dieser 
Linien, noch aufserhalb des Winkels B^BB^ fallen. 

G. Da aber auf diese Weise die Winkel A^AB und B^BA zu* 
sammen jedenfalls gröfser als zwei rechte sind, indem A^AB und B^BA 
zusammen zwei rechte ausmachen, so mflssen sich A^A und B^B nothwendig 
oberhalb AB irgendwo schneiden. Es geschehe in M; von wo nun auch eine 
Linie MM^^ mit AA^ und BB^ parallel gezogen, die Linie AB zwischen A 
und B treffin mufs. 

H. Nun stelle man sich AM <ind BM etwa als feste Slangen vor. 
Legt man dann an den Punct M dieselben vier Krfifte, welche an A und B 
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wirken, nach denselben Bichtungen, nemlich die Kraft MM^ =: p =: AA^ 
parallel mit AA, die Kraft MM^=:p=^BBi, parallel mit BB^^ und die 
Kräfte MM3 =:^ p i=sz AA2 und MM^=^q=zBB2 parallel mit p und q, so 
werden diese vier Krifte MMi^ MM^^ MM^ und MM^ eben so auf den Hebel AB 
wirken, wie die vier Kräfte AAi^ ^^99 BB^ und BB2^ und folglich auch 
eben so, wie blofs die beiden gegebenen Krfifte AAj^p und BB2^=q, indem 
die beiden übrigen Krifte AAi=p und BBi = p sich aufheben (A)* Und 
da auch in Af die beiden gleichen Kr&fle MMi^= p undilfilf2=7/i sich aufheben, 
so bleiben nur die beiden Kräfte MM^^^p und MM^=^q übrig, die also 
nun eben so auf den Hebel wirken, wie die AA2^=p und BB2 = q. Sie 
fallen in eine und dieselbe Linie, nach gleicher Richtung, und folglich machen 
sie zusammen die Kraft 

(2.) p-\q 

aus, die von AAi = p und BBi = y in der Richtung MMj parallel mit AA2 
und BB2 hervorgebracht wird. Deshalb wird dann auch, wenn man in dem- 
jenigen Punct, in welchem MM^ die AB schneidet, eine Kraft ;i-f y in ent- 
gegengesetzter Richtung M^M an den Hebel anbringt, diese Kraft den Kräften 
AA2=p und BB2 = q das GleichjfewicAt hallen und folglich jener Schneide-^ 
punct der Ruhepunct des Hebels sein. 

/. Da die für die mittlere Kraft von BBi==p und BB2=^q voraus'- 
gesetzte Richtung BB^ noch unbekannt ist, so ist auch der Punct M unbe- 
kannt, wo B^B verlängert, die Verlängerung der ihrer Biehtung nach 
bekannten mittlem Kraft A^A schneidet, mithin auch der Schnüdepunct von 
MM^ und AB, und folglich auch der Ruhepunct des Hebels. 

Aber der Punct M ergiebt sich aus dem als bewiesen vorausgesetzten 
Satt Vom Hebel. Nach diesem Satze liegt der Ruhepunct C um y von A 
und um p von B entfernt. Also folgt umgekehrt, dafs der Punct ilf ^ in 
welchem sich die Richtungen A^A und B^B der mittleren Kräfte yon AAi=ip, 
AA2 = p und von BBi = p und BB2=='q verlängert schneiden, derselbe ist, 
in welchem eine mit AA2 oder BB2 durch C gezogene Parallele die Ver- 
längerung von A^A trifft. 

Dadurch ist der Punct M vollständig bestimmt. Und da die Winkel 
CAM, AiAA^^ A2AA^ und MAC einander gleich sind, so ist das Dreieck 
AMC über AM gleichschenklig, und folglich ist MC=AC=zq nnd M^ fällt 
in C, wegen MC=^AC = q. 

29» 
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K. Da jetzt der Panct M bekannt ist, so ist nun aoch die Richtung MB 
der Verlängerung der vorausgesetzten Richtung BB^ der mittleren Kraft 
von BB^=p und BB^=iq bekannt. Sie ist die der Diagonal des Vier^ 
ecke MJÜ^CB; und dieses Viereclt ist ein Parallelogramm, weil MM2=^CB 
= /9 und parallel mit CB ist. Dem Parallelogramm lU^M^ ist aber, wenn 
man B^B^ mit BBi und B^B^ parallel mit BB^ zieht, die sich dann in der 
verlängerten MB schneiden, das Parallelogramm B^Bi gleich: also ist die 
Richtung der mittleren Kraft von BBi^=p und BB2 = q die der Diagonal 
des Ober p und q beschriebenen Parallelogramme. So ist die Richtung der 
mittleren Kraft von p und q gefunden. 

L. Es kommt nun noch auf die Gröfee der mittlem Kraft von p 
und q an, die durch z bezeichnet werden mag. 

Man setze, es sei z nicht gleich der Diagonal BB^ des Parallelo- 
gramms BiBi^ sondern z. B. kleiner, und gleich BN. Dann mfifste eine 
Kraft z=^BNi=zBN, in entgegengesetzter Richtung von BN, mit den beiden 
Krfiflen BBi=p und BB^^^q im Gleichgewicht sein. Also mflfste auch 
die mittlere Kraft der beiden Krfifle BNi &= z und BB2 = q grade die ent- 
gegengesetzte Richtung der dritten Kraft iJJBi = p haben. Aber die mittlere 
von zwei Krfiflen hat immer, wie oben gefunden, die Richtung der Diagonal 
des Ober den beiden Kräften beschriebenen Parallelogramme. Also wOrde 
hier die mittlere Kraft von BNi=iZ und BB2=^q die Richtung der Diagonal 
BN2 des Parallelogramms BN1N2B2 haben. Diese Richtung ist aber offenbar 
nicht die Verlängerung von BBg. Also kann nicht z<zBB^ sein. 

Setzt man zZ>BB^^ z. B. =BL und BL^=iBL, so mflfste die 
mittlere Kraft von BLi = z und BB2^=q die Richtung der Diagonal BL« 
des Aber JBLi und JBiB^ beschriebenen Parallelogramms BL1L2B2 haben. 
Diese Richtung ist aber wiederum nicht die Verlängerung von BBi. Mithin 
kann auch nicht z>BB^ sein. 

Folglich kann nur z gleich BBy sein, und die Diagonal BB^ des Aber 
BBi = p und BJB2 = y beschriebenen Parallelogramms BB^BiB^ drückt 
die mittlere Kraft von p und q sowohl nach Gröfee als nach Richtung aus; 
welches der Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist, begrflndet auf dem 
Satz vom Hebel. 
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Beweis des Salzes vom Hebel, wenn der Satz vom Parallelogramm der Krfine 

als bewiesen vorausgesetzt wird. 

3. 

A. Es ist zu diesem Beweise nicht der vollständige Salz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte, sondern nur der Satz (§. 2. JiC.) nöthig, nemlich, dafs die 
mittlere Kraft zweier Kräfte p und q die Richtung der Diagonal des Ober p=^q 
beschriebenen Parallelogramms bat. 

B. Man lege nemlicb, wie oben, an den Hebel noch die beiden sich 
aufhebenden Kräfte AÄi=i p und BBi=:pj so kommt es nur darauf an^ in 
welchem Puncte M die Richtungen A^AM und B^BM der mittleren Kräfte 
von AAi = p, AA2=^q und von BBi^=p und 0^2 = 9 sich schneiden. 
Denn legt man an diesen Punct M, wie oben, die vier Kräfte M3ti=:p, 
MM2 = p parallel mit AB, und MMy=:p und MM^ = q parallel mit AA2 
oder JBiBa, so wirken dieselben eben so auf den Hebel, wie die beiden gege- 
benen Krfifte p und q, und der Punct C, in welchem eine Parallele mit AA^ 
oder BBi^ durch M gezogen, die Linie AB schneidet, ist der Ruhepunct 
des Hebels, in welchem eine Kraft MM^ -f ilf üd =ip'\-g, in entgegengesetzter 
Richtung von p und g angebracht, den Kräften p und q das Gleichgewicht halt. 

C. Ist nun bewiesen, dafs die mittleren Krfifte von BBi = p und 
BB2 = q und von AAi = p und AA2^=p die Richtungen BB^ und AA^ 
der Diagonalen der Parallelogramme B1B2 und A1A2 haben, so werden die 
Richtungen der Linien ASd und BM durch die Winkel a und ß in den 
Dreiecken ACM und BCM bestimmt. Zieht man daher MC durch M mit 
AA2 oder BB2 parallel, so mufs 

.o^ B€ BB, p . AC AA. p 4 

sein. Dies giebt. Eins durch das Andere dividirt: 

^^'^ AC q' 

und dies ist der Satz vom UebeL 

Vorbemerkungen zu andern unabhängigen Beweisen der Satze vom Parallelogramm 

der Krifte und vom Hebel. 

4. 
A. Eine Kraß wird durch die Zahl, welche angiebt, wievielmal sie 
eine zur Einheit aogenommene Kraft enthält, und durch eine gerade Linie 
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1)estiinint, welche die Richtung der Kraft hat Giebt man dieser Linie eine 
bestimmte Länge, welche ihrerseits durch die Zahl der in der Lfinge ent- 
haltenen LängenSinAeiten gemessen Wird, so läfst sich, wenn man die Zahl 
der Lfingen- Einheiten der Zahl der in der Kraft emthaltenen Kraft -Einheiten 
entweder gleich setzt, oder beide in ein bestimmtes Yerbaitnifs bringt, die 
Kraft durch die Linie, nach Richtung und Stfirke vollständig bildUch dar- 
stellen. Also wird eine Kraft Oberhaupt durch Zahl und Form, oder durch. 
Zahl und Raum dargestellt. 

B. Dies reicht in den Fällen, wo Krflfle einander das Gleichgewicht 
halten, und wo folglich keine Bewegung entsteht, also in der Statik, völlig 
aus; wie es sich z. B. beim Parallelogranmi der Krfifte zeigt. Aber vrenn 
Kräfte nicht einander das Gleichgewicht halten, sondern Bewegung erfolgt, reicht 
die obige bildliche Darstellung der Kräfte nicht hin, weil die Bewegung durch 
Richtung und Ausdehnung, also durch Zahl und Raum noch nicht vollständig 
gemessen wird, sondern auch noch die Zieit in Betracht kommt; denn es 
kommt darauf an, in welcher Zeit diese oder jene Ausdehnung in dieser oder 
jener Richtung durchlaufen wird. Die Zeit wird ihrerseits durch eine Zahl 
von willkfirlich angenommenen Zeit^ Einheilen gemessen. Also sind zum Messen 
der Bewegung zusammen Zahl, Richtung oder Raum, und Zeit nöthig. 

Die Zahl oder Menge ist ein Urbegriff; die Richtung oder die Form 
des Raums ist es gleichfalls, und die Zeit ebenfalls. Alle drei (nicht blofs 
die beiden: Raum und ZW/) sind für die Gröfsenlehre , wenn man es so 
nennen will, Formen der Wahrnehmung. 

Die Analgsis oder Rechenkunst bescbfifligt sich blofs mit der Zahl, 
ohne weitere Anwendung auf die Dinge. Die Geometrie verbindet bei ihren 
Untersuchungen ZoA/ und Raum; die Mechanik: Zahl, Raum und Zeit. 
Rechenkunst, Geometrie und Mechanik sind auf diese Weise die drei wesent- 
lichen Theile der Mathematik oder Gröfsenlehre. 

C Für denjenigen Theil der Mechanik, welcher blofs das Gleich'- 
gewicht der Kräfte, nicht die Bewegung betrachtet, ist der Begriff der Zeit 
gleichgültig; sie kann, von Null bis Unendlich, sein was man will Die Statik 
stellt, wie schon bemerkt, die Stärke der Kräfte durch die Länge von 
geraden Linien bildlich, und die Richtungen der Kräfte durch die Richtung 
dieser Linien vor, und bedarf so nur der Urbegriffe von Zghl und Raum. 

D. Aber es hindert nichts, das Gleichgewicht von Kräften auch auf 
die Weise zu untersuchen, dafis man annimmt, diese oder jene, zugleich wir- 



iJ. Vom Parallelogramm^ und dem ParaUelepipedum der Kräfte, 227 

m 

iLenden Kräfte IdUnen neben einander wirklich lu Ihrer Wirkung und er- 
zeugten Bewegung. Ist dann das End-^Ergein^s dasselbe, wie das von der 
Wirkung dieser oder jener andern zugleich wirkenden, ebenfalls neben ein- 
ander zur Wirkung gelangenden Krfiften, so darf man mit Grunde schliefsen, 
dafs die erste Gruppe von Kräften, zugteicA wirkend, der zweiten Gruppe 
(die letzte in grade entgegengesetzten Richtungen angenommen) das Gieich-- 
gewicht halten werde, weil die zweite Gruppe, nach der ersten und in ent- 
gegengesetzten Richtungen wirkend, die Masse, auf welche die Wirkung ge- 
schieht, grade wieder nach detneelben Orte zurückfahren würde, von welchem 
die erste Gruppe sie entfernte. 

Diese Ansicht wollen wir auf den vorliegenden Gegenstand anzuwenden 
versuchen. Es werden dazu folgende Lehnsatze nöthig sein. 

Lehnsfitz e. 

5. 

A. Wirkungen verhalten sich unter sonst gleichen Umständen wie 
die Ursachen; und umgekehrt. Wenn man will, kann man diesem Satze auch 
noch erst den einfacheren Satz vorausschicken, dafs gleiche Ursachen gleiche 
Wirkungen haben, und umgekehrt; was offenbar ohne Beweis richtig und 
folglich Grundsatz ist; und dann den Satz erst für rationale Yerhfiltnisse 
von Ursachen und Wirkungen, hierauf, nach der gewöhnlichen Art des Ober- 
ganges vom Rationalen zum Irrationalen, auch für irrationale Verhältnisse 
beweisen. 

B. Die Geschwindigkeiten c und C, welche eine auf eine und die- 
selbe trfige Masse M unveränderlich stark fortwirkende, sich gleich bleibende 

p 

Kraft P also auch die sich ^eichbleibende beschleunigende Kraft p^='jg' 

(nemlich der auf die Einheit der Masse kommende Theil der Kraft) in ver- 
schiedenen Zeiträumen t und T hervorbringt, verhalten sich vne diese Zeit- 
räume , und umgekehrt, so dafs 

(5.) 1 = -^ und y = 7-i8t. 

Denn die verschiedene Dauer der sich gleichbleibenden Kraft und die 
Masse sind hier die Ursachen und die hervorgebrachten Geschwindigkeiten 
die Wirkungen, und diese verhalten sich wie jene (£?.). 

C. Die Geschwindigkeiten c uud C, welche verschiedene, auf eine 



(6.) -^ = ;^ = 4 ist. 
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und dieselbe trflge Masse M unverfinderlich stark fortwirkende, sich gleich 
bleibende Krflfte Q und P, also auch die sich gleichbleibenden heschleuni-- 

p Q 

genden Kräfte P^-j^ "^d q=,— Xn gleichen Zeittheilen t beryorbringen, 
verhallen sich wie die Kr äße, und umgekehrt, so dafs 

P 

Denn die verschiedenen, ftlr dieselbe Hasse und Zeit sich gleich* 
bleibenden Kräfte sind hier die Ursachen: die in den gleichen Zeittheilen 
hervorgebrachten Geschwindigkeiten sind wieder die Wirkungen; and diese 
verhalten sich wie jene {ÄJ). 

D. Die Räume r und R, durch welche eine dnd dieselbe Masse M von 
zwei verschiedenen , unveränderlich stiirk fortwirkenden bewegenden Kräften 

Q und P, deren zugehörige beschleunigende Kräfte q und p also i/^=-^ 
und p = ^ sind, in gleichen Zeittheilen T fortgetrieben wird, verbalten 
sich wie die Kräfte, und umgekehrt; so dafs also 

(7.) * = ^ = ± Ist. 

a. Denn man stelle, bildlich, durch die Abscissen Jt^^ Alt^ . . . AT (Fig. 2) 
verschiedene Zeiträume ti^ (x)*«* T, und durch die auf diese Abscissen senk- 
rechten Ordinaten /iC^, /2^2 9 ••• ^^ ^^^ ^1^19 dC^, ••• TC die von zwei 
verschiedenen bewegenden Kräften Q und P auf eine und dieselbe Masse M, 

also die von den beschleunigenden Kräften 9 = -^ und p = ^ in den 

Zeilräumen Z^, /j^ ••• ^ hervorgebrachten Geschwindigkeiten c^^ C2^ ...c und 
Ci Ca, ••• ^ ^^^*. so bezeichnen offenbar, eben so bildlich, die Flächen f 
und V der beiden Figuren TAciC^ ... c und TAC^C^ ... C die Räume r 
und R, durch welche der Körper von den beiden beschleunigenden Kräften 
ü und p in der gleichen Zeit T fortgetrieben wird. 

h. Nun ist für die Kraft q nach (5. B.) |s- = ^ . . . = £. und fflr 

die Kraft p, r^- = 7^ ••• = ^r» «Iso ist in der Figur: 

und folglich sind ACiC2...c und AC1C2 .*. C gerade Linien und die Figuren 
TACiCi...c und TAC1...C sind geradlinige rechtwinklige Dreiecke. 
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c. Die Flächen f und F dieser Dreiecke sind 

(9.) f=^ATxTc and F=^ATxTC. 

Und da JT die Zeit T und Tc und TC die Geschwindigkeiten c und C 

vorstellen ) so ist 

(10.) f=^\Tc und F=^\TC. 

d. Die FIfichen f und l'^ stellen aber die Räume vor, durch welche die 
Kräfte p und Q den Körper in der gleichen Zeit T getrieben haben (a); also ist 

(11.) r = iT€ und R = ^TC. 

e. Hieraus folgt 



(18.) ^=^ 



» 



und da zufolge (6. C.) ^^ = -p- = -^ ist : 

wie (7.). 

E. Wenn die bewegende Kraft iS die Masse M in der Zeit T durch 

den Raum r zu treiben vermag, so vermag sie die Masse m in derselben 

Mr 
Zeit T durch den Raum /l== — zu treiben, so dafs 

(14.) Mr == mR ist 
Denn die beschleunigenden Kräfte, welche j9 auf M und m her- 
vorbringt, seien 

Diese beschleunigenden Kräfte wirken auf gleiche Massen , nfimlich auf die 
gemeinschaftliche Einheit der Massen M und m; also ist nach (13.) 

(16.) * = ü 
und, hierin die Ausdrücke von p und q (15.) gesetM: 



wie (14.) 



(17.) -^ = -uj-:— == .^rp oder 3tr = mR, 
^ -^ R M m M 



Unabhängiger Beweis des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte; 

ohne den Satz vom Hebel. 

6. 
A. Wenn auf eine Masse in C (Fig. 3) iwei gleiche Kräfte D,C==r 
und D2C=:^r zugleich wirken, so wird es immer eine mittlere Kraft AC=ip 

Grelle*» Joarnal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 3. 30 
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geben, weliAe aof C dieselbe Wirkung hervorbringt, wie die beiden gleichen 
Kräfte r. Ihre BielUung AC wird den Winkel D^CD^ ktUbiren; ihre GrOfse 
oder Blftrke bleibt einstweilen dahingestellt 

Wenn nerolich die beiden Krflfte r auf C zugleich wirken, so kann C 
offenbar weder in der Richtung DiCD^y noch in der Richtung D^CD, fort- 
getrieben werden. Die Kraft D^C lenkt C von der Richtung DiCD^ nach 
i^n hin, und die Kraft DiC von der Richtung DjCD^ nach unte» hin ab, 
so dafa sich C in einer Riebtang ACE fortbewegen wird, welche zioiacAeH 
D,C nnd DtC fflllt. Aber es ist kein Grund vorhanden, warum AC nOker 
an DCi als an D,C liegen sollte, und folglich wird AC den Winkel DiCDj 
äaÜiren. Und da nun C wirklich in dieser Richtung AC sich forlbewegea 
mufs, so wird es auch nothwendig irgend eine nach AC selbst wirkende 
Kraft p geben, welche C eken eo forttreibt, wie die beiden «ugleick wir- 
kenden gleichen Krfifle Dß'=r und D-iC^=r. 

B. Wenn auf eine, von einer bewegenden Kraft P, oder von einer be- 
Bchlennigenden Kraft p=CA (Fig. 4) in der Richtung AC forlgetriebene iMasse 
in C, eine xweite beschleunigende Kraft q ^^ BC in der auf AC senkrecMett 
Richtung BC wirkt, so behSlt p in allen mit AC partäUlen Richtungen ihre 
voUe Wirkung. Sie wird in allen diesen Richtungen durch q weder ver- 
stärkt noch geschwficbt; p wirkt in allen diesen Richlnngen so, als wenn y 
gar nicht da wflre. 

Denn es sei erst btofs p ohne g vorhanden und man lasse anf C noch 
swei andere gleiche Krfifle DiC=r und DiC = r in Richtungen wirken, 
die mit AC gleiche Winkel machen. Dann wird die Richtung der uultUrem 
Kraft, welche xufolge QA.") die Stelle der beiden Krfifte r vertritt in AC 
fallen. Jede der beiden gleichen Krflfte r aber wird bu der mittleren Kraft 
offenbar einen gleichen-Theil a beitragen: also wird p durch die beiden gleichen 
Krflfte r um die Kraft 2« verändert werden. Nun lasse man den beiden 
gleichen Krflflen DiC=r und D^C^r swei andere gleiche Krflfte D^d^r 
und D,C=r grade entgegen wirken: so wird auch die die Stelle dieser 
gleichen Krflfte DiC==r naäDtC = r vertretende mittlere Kraft die Kraß |» 
um 2 a terändern und ihre Richtung wird in die gerade Linie ECA fallen. 
Aber die Krflfie DiC=r und AC = r, so wie DjC=r and DjC^r, 
Aefte» eich gegeaseilig auf. Also müssen auch ihre mittleren Krflfie 3« 
nnd 2a sich aufheben, so dafs 9=a sein mufs; und die Wirkung aof C wird 
I, als wenn die vier Krflfte r gar nicht da wfiren. Aber, da «=a 
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sein mors, so werden aoch die Theile s und a, welche die Kräfte 0^0=:^ r und 
D^Cs^r zu der Wirkung auf C in der Richtung AC beitragen, einzeln 
aich aufheben, und diese beiden Kräfte werden auf C in der Bichtung ACE 
gar keine Wirkung haben. Die Stelle der beiden Kräfte D^C^^r und D^C 
kann nun zufolge (il*) eine mittlere Kraft, welche = q sein mag, vertreten, 
die dann Dasselbe thut, wie jene beiden. Die Richtung BC dieser mittleren 
Kraft y wird zufolge (J.) den Winkel D^CD^ halbiren, also auf ACE senk-- 
recht stehen. Mithin hat die nach BC senkrecht auf die Richtung AC von p 
wirkende Kraft q auf die Bewegung der Masse in C nach AC, und nach allen 
Richtungen die mit AC parallel sind, gar keine Wirkung. 

C. Wenn zwei beschleunigende Kräfte p und q, deren Richtungen 
AC und BC (Fig. 5) auf einander senkrecht stehen und deren Stärke durch 
die Linie AC und BC vorgestellt wird, gleichzeitig auf C wirken, so wird 
eine mittlere Kraft s, deren Richtung und Stärke durch die Richtung und 
Länge der Diagonal De des Rechtecks ABCD vorgestellt wird, auf C 
dieselbe Wirkung haben, wie p und q zusammen. 

n. Denn man setze, die Kraft p könne die Masse in C in einer Ebene, 
in welcher ACB liegt, frei in der Richtung AC, so wie in jeder damit 
parallelen Richtung, forttreiben, und sie treibe sie wirklich in der Zeit T 
durch die Länge CAi = R fort. Ferner stelle man sich vor, q könne C, 
nur zusammen mit der Ebene ACB selbst, in der Richtung BC, so wie in 
allen damit parallelen Richtungen, frei forttreiben und sie treibe so die Masse 
in derselben Zeit T durch die Länge CBi = r fort. Dann gelangt C durch 
die gleichzeitige Wirkung von p und q nach einem Puncto Di in der ver- 
längerten Ebene durch ACB, der von der Linie BCB^ um die Länge CAi=R 
ond von der Linie ACA, um die Länge CBi=^r senkrecht entfernt ist 
Denn während die Masse in C durch p von C bis Ai fortgetrieben wurde, 
hat q sie, sammt der Ebene, um CBi = r von der Linie ACA^ senkrecht 
entfernt, so dafs die Linie ACA^ in die um r von ihr entfernte Parallele EBEi 
und also C nach einem Puncto Di gelangt ist, der um R von BCBi und um 
r von ACAi senkrecht absteht. Dieser Pnnct Di ist der C gegenfiberlie- 
gende Eckpunct des Rechtecks AiBi unter R und r. 

b. Bei der gleichzeitigen Wirkung von p und q ist die Richtung von 
p immer mit AC und die Richtung von q immer mit BC parallel, also immer 
senkrecht auf AC geblieben. Nun haben zufolge (R) zwei Kräfte, deren 
Richtungen auf einander senkrecht stehen, jede auf die andere, in dieser 

30* 
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ihrer Bicktun^ gar keinen Einflnfs: also ist die Masse in C von p frei und 
ganz so fortgetrieben worden, als wenn q gar nicht da wäre, und von g ganz 
so, als wenn p gar nicht da wäre. Und da also auf diese Weise die Kräfte p 
und q ihre volle Wirkung halten, so verhalten sich die Räume jR und r, 
durch welche sie eine und dieselbe Masse in der Zeit T fortgelrieben haben, 
zufolge (§. 5. DJ) , wie die Kräfte selbst und folglich ist 

C180 — — jjj^ — J — ßC' 
Mithin ist A^Bi ein dem Rechteck AB ähnliches Rechteck. 

c. Da auch, wenn für irgend einen andern Zeitraum t die durch- 
laufenen Räume Ca=^Bi und Cb = ri sind, eben so 

fiQ^ ^x bd p AC 

tiy.j T;- — Zd—T~'Bc 

ist, so ist 

und folglich ist, da dies fOr alle Puncte von CAi und CBi gilt, CD,^ eine 
gerade Linie, und die Masse in C hat unter der Wirkung der Kräfte p und 
g die Diagonal CD^ des dem Rechteck AB ähnlichen Rechtecks AiB^ 
durchlaufen. 

d. Soll jetzt statt der beiden Kräfte p und q eine mittlere Kraft s 
Statt finden, welche dieselbe Wirkung auf C hat wie p und q, und die also 
die Masse in C in der Zeit T allein durch die gerade Linie CD^ treibt^ so 
mufs sie zunächst die Bichtung der Diagonal CD^ des Rechtecks A^B^ und 
folglich auch die Bichtung der Diagonal des ähnlichen Rechtecks AB haben. 
Ihre Stärke ergiebt sich aus dem Umstände, dafs, da die Masse in C von p 
durch den Raum jR und von g durch den Raum r getrieben wird, die Kraft s 
diese Masse durch den Raum J = CDi mufs zu treiben vermögen. Deshalb 
ist denn vermöge (13. §.5. /?.): 

C»i-) 7 = TOT «""' f = ^' «I»» C22.) ' = ^ = j^- 

e. Nimmt man endlich grade eine solche Zeil T an, dafs R oder 
CAi = AC=p, also ancli r oder CBi = BC = q, und mitbin auch CDi 
oder J = CD ist, so giebt (21.) 

(33.) * = ^^ = ^^ = CDi 
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also stellt die Diagonal CD des Rechtecks AB, sowohl darcti ihre Richtung 
als durch ihre Länge, diejenige mittlere Kraft e vor, welche auf eiue Masse 
in C dieselbe Wirkung hat, wie die beiden avf einander senkrechten 
Kräfte p and q. 

D. Wenn endlich zwei Kräfte AC=p und BC=g (Fig. 6), deren 
Richtungen mit einander einen beliebigen Winkel ACB machen, gleichzeitig 
auf eine Masse in C wirken, so stellt die Diagonal DC des ParaHelo-- 
gramms AB, unter AC und BC, sowohl nach Richtung als Länge, die 
Richtung und Stärke der fnittlern Kraft vor, die, allein auf die Masse in 
C wirkend, das Netnliche thut, wie p und q zusammen. 

a. Denn man beschreibe das Parallelogramm AB unter AC^=p 
und BC==q, ziehe die Diagonal CD, fälle auf dieselbe ans A und B die 
Perpendikel AE und BF, ziehe durch C die mit den beiden parallelen Per- 
pendikeln parallele gerade Linie GCH, und dann noch BG und AH mit CD 
parallel, also senkrecht auf GCH: so ist AE = BF=HC = CG, und EH 
und EG sind Rechtecke. 

b. Nun sind udC und JBC die Diagonalen der Rechtecke J^jflf und 
FG: also stellt ^C, nach Richtung und Gröfse, vermöge (C)? eine mittlere 
Kraft vor, welche auf C eben so wirkt, wie es zwei Kräfte EC und HC, 
zugleich wirkend, thun würden; und i3C stellt, nach Richtung und Gröfse, 
eine mittlere Kraft vor, welche auf C eben so wirkt, wie es zwei Kräfte FC 
und GC, zugleich wirkend, thun würden. Mithin worden die vier Kräfte EC, 
HC, FC und GC, wenn sie vorhanden wären, eben so auf C wirken, wie 
die beiden Kräfte AC und BC Aber die zwei Kräfte HC und GC, unter 
den vieren, sind einander gleich und entgegengesetzt; sie heben sich also auf 
und wirken auf C gar nicht. Es bleiben von den auf C eben wie p und q 
wirkenden vier Kräften nur die beiden EC und FC übrig. Beide haben die 
Richtung DC und machen also zusammen eine Kraft EC'{-FC aus, oder, 
Yre\\FC=DE ist, eine Kraft iSC -f />£; = />C. Mithin stellt die Diagonal 
DC des Parallelogramms AB unter AC=ip und DC=q, nach Richtung 
und Gröfse, die mittlere Kraft vor, welche eben so auf C wirkt, wie die 
beiden Kräfte p und y. 

Dies ist der Satz vom Parallelogramm der Kräfte. 
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Unabhängiger Beweis des Satzes vom Hebel; ohne den Satz Tom Parilldograauii 

der Kriile. 

7. 

A. Man stelle sich die Rollen AC und BC (Fig. 7.) mit einander 
verbunden und frei um die Axe C beweglich, desgleichen ohne Reibung und 
Masse vor. In dem Puncte A wirke nach der Richtung AP, senkrecht auf 
die gerade Linie ACB, eine bewegende Kraft P auf die Masse M, und in 
B, nach der mit AP parallelen Richtung BQ, eine bewegende Kraß Q auf 
die Masse m; und zwar sollen P und Q von der Art sein, dafs die beschleuß 
nigenden Kräfte p und q, welche P in ilf und Q in tn hervorbringen, €tit- 
ander gleich sind, also so, dafs 

24- ^=/' = l^ = y"t- 

B. Nun setze man, M und Q seien nicht da, sondern blofs P und m; 
das heifst: P wirke allein, mittelbar durch den Hebel ACB, auf die Masse m: 
so mufs, wenn P auf m dieselbe Wirkung hervorbringen soll, wie wenn es 

AC 

ohne den Hebel unmittelbar auf ilf wirkte, m = M^-zr^r oder, wenn man 

(260 AC =^ a, BC =b und - = k 

a 

setzt , 

(26.) m = ^ 

sein. Denn gesetzt, die Kraft P treibe, unmittelbar auf üf wirkend, mit 
ihrer beschleunigenden Kraft /i, den Punct A in der Zeit T durch die Länge 
des Kreisbogens Aa=zr, so mufs es, mittelbar durch den Hebel auf m 
wirkend, den Punct B durch die Länge des Kreisbogens Bß=:R zu treiben 
vermögen, wo aCß eine gerade Linie ist. Und da nun 

(27.) M oder ^=.±=.k 

Aa r « 

ist (25.), 80 mafs, vermöge (14. §.5. i^.), in = ilf.-l., also nach (27.) 
m='j- sein; wie (26.). 

C. Nnn wirke andrerseits auf diese Masse m allein die Kraft Q tm~ 
tmtlelbar und mit dertelbm beschleunigenden Kraft p, wie P auf M, und P 
und Jl seien nicht da, so wird Q die Masse m in der Zeit T ebenfalls durch 
den Raum r(==Ad) treiben, wie P die Masse M, Man nehme jetst die 
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Masse m weg und setze links eine Masse ISI, aaf welche Q dieselbe Wirkung 
miUelbar durcti den Hebel hervorbringen solU wie auf in ^ so mnfs sie diese 

Masse in der Zeit T durch den Raum r-^^ = r*-7- = -T- zu treiben ver- 
mögen. Also mufs zufolge (14. $. 5. JE.) 

(28.) mr^N'j- oder N — mk, 

mithin vermöge (36*) 

(29.) N = M 
sein. 

D. Demnach vermag die Kraft Q, welche mit der bggeUeunijfenden Kraft 
p auf m unmiUeihar wirken soll, mitUtbar dnrch den Hebel, die Masse ilf links, 

in der Zeit T durch den Raum -jr zu treiben; und zwar mit derjenigen 6e- 

whUunigenden Kraft q^^ die sie auf M hervorbringt Dieselbe verhalt sich 

zu p nach (13. $.5. II.) wie die durchlaufenen RAune r und nr^ so dafs 

(30.) ^ = -^ = * also ai = 4 ist. 
qt rik ^^ k 



9 ff 

E. Mit dem A: fachen k^-^^^p dieser beeehlmimgenden Kraft ^^ = -p 

wörde in derselben Zeit T die Masse M nach (13. $. 5. D.') durch das Afache 

Ar*-T- = ^ des Raums -^ gelrieben werden, durch welchen Q nach /7^ uut^ 

UUar durch den Hebel, die Masse M treibt. Da nun P, unmittelbar mit 

p 
ihrer beschleunigenden Kraft pssz-^ auf ilf wirkend, das Gleiche thut, so 

bringt Q, mit ihrer der p gleichen beschleunigenden Kraft — (24.) auf m 

wirkend, wenn sie statt dessen mittelbar durch den Hebel auf ilf wirkt, auf 
die Masse M dieselbe Wirkung hervor, wie P unmittelbar; aber in ent- 
gegengesetzter Richtung. Also halten sich die bewegenden KrAfte P^^Mp 
und Q=^mp, die mit gleichen beschleunigenden Krfiften p auf die Massen 
Af und m wirken, das Gleichgewicht, wenn nach (26.) 



(31.) — = Ar == — oder auch — ^ oder 75- = — = ^tt ist 
^ ^ m a mp Q a AC 

F. Lafst man den Hebel, statt aus der geraden unbiegsamen Zifiifa ilC0^ 
aus zwei festen rechtwinkligen Dreiecken CAÄ^ und CBBi (Fig. 8) be- 
stehen, die beide und in C ebenfalls nicht biegsam sind^ so ist es offenbar 



I 
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gleichgültig, ob die Krfifte P.und Q \n A und B, oder In A^ and B^ an* 
gebracht sind. Da nun vermöge der Ähnlichkeit der Dreiecke CAAi und CBBi^ 

t^^-^ Äc — ÄJ) 

ist^ 80 sind die Kräfle P und Q auch an dem Hebel AxCB^ im Gleichge- 
wicht, wenn 

ist. Und dies ist der Satz vom Hebel. 

Anmerkung. 

8. 
A. Dafs die Beweise ($• 6. und 7.) der Sätse vom Parallelogramm 
der Kräfte und vom Hebel Begriffe und SAtse aus der Dynamik voraus- 
nehmen, ist allerdings ungewöhnlich; aber daraus folgt nicht, dafs es tin- 
angemessen sei. In der That ist die Sonderung der Statik von der Dy- 
namik eigentlich doch fast nur etwas Willkflrliches. Die Statik beschäftigt sich, 
in der Lehre von den Wirkungen der Kräfte (der Mechanik), mit einem öe- 
sondern einzelnen Falle: dem, in welchem sich die Kräfte aufheben oder 
Glmchgewichl Statt findet, und von diesem besondern einzelnen Falle (;eh% 
man zu dem Allgemeinen, der Dynamik, weiter. Mag nun gleich das Ver- 
fahren, vom Besondern zum Allgemeinen aufzusteigen, allerdings fftr den Unter- 
richt in der Regel das passendste sein, so ist doch auch der umgekehrte Weg 
keinesweges verboten; und es giebt der Fälle mehrere, wo man durch das 
Allgemeine fOr das Besondere leichter zum Ziele kommt, als unmittelbar. Zum 
Beispiel: aus dem allgemeinen Ausdruck einer veränderlichen Gröfse lassen 
sich ihre culminirenden Werthe (ihre Maxima und Minima) viel leichter finden, 
als unmittelbar. Stellte man in der Algebra den allgemeinen Tory/orschen 
Satz (von der Entwicklung einer Function durch Differenzen) an die Spitze, 
so hätte man Manches, was ohne ihn viel Mflhe macht, sehr leicht; wie z.B. den 
allgemeinen binomischen Lehrsatz, und Anderes; und zugleich wäre schon zu 
der Differentialrechnung der Grund gelegt. In der Planimetrie leisten be- 
kanntlich stereometrische Sätze, z. B. bei der Untersuchung der Schneidepunete 
von Linien, gute Dienste u. s. w. Hier oben zeigt es sieb, dafs man durch 
dynamische Sätze zu einem vom Hebel unabhängigen Beweise des Satzes vom 
Parallelogramm der Kräfte offenbor einfacher und leichter gelangt, als vielleicht 




15. Vom Parallelogramm^ und dem Parattelepipedum der Kräfte. 237 

auf irgend eine Weise durch blofs statische Mitlei. Es wäre vielleicht gar 
nicht unangemessen, in der Mechanik, und eben so in der Analysis und Geo- 
metrie, die ersten Grundzüge dieser drei Theile der Mathematik, in 90 weil 
es für das weiter erst abzuhandelnde Besondere nfllzlich sein kann, an die 
Spitze zu stellen, darauf erst das Besondere, die Buchstabenrechnung und 
Algebra, die Planimetrie und die Statik weiter abzuhandeln, und dann zu dem 
Allgemeineren überzugeben. 

B, Sollte Indessen das obige Verfahren nicht beliebt werden, be- 
sonders nicht fOr den Beweis des Satzes vom Hebet, und man bestände auf 
blofs statische Beweise, so ist für diesen Fall zu bemerken, dafs es je- 
denfalls besser sein wird, erst den Satz vom Hebel, unabhängig von dem 
vom Parallelogramm der Kräfte, zu beweisen, und dann ans ihm den Beweis 
des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte herzuleiten; (was nach (§. 2.) 
elementar und leicht geschiebt}: besser, als umgekehrt nach (§. 3.) den Satz 
vom Hebel auf irgend einen unabhängigen statischen Beweis des Satzes vom 
Parallelogramm der Kräfte zu grflnden. Denn von den unabhängigen Beweisen 
der beiden Sätze ist jedenfalls der vom Hebel der leichteste. 

C. Gewöhnlich bedürfen die unabhängigen, blofs statischen Beweise 
beider Sätze, wie in (§. 1.) bemerkt, des Überganges vom Balionalen zum 
Irrationalen. Allein es dürfte bei dem Beweise des Satzes vom Hebel 
vielleicht nicht unmöglich sein, diesen Übergang zu ersparen. Nemlich auf 
folgende Weise. 

Unabhängiger statischer Beweis des Satzes vom Hebel, ohne den Obergang * 

vom Rationalen zum Irrationalen. 

9. 

A. Es sei ACB (Fig. 9) eine unbiegsame gerade Linie, aber nicht 

ohne Masse, sondern mit Masse, die gleichförmig vertheilt ist, so dafs gleiche 

Längentheile der Linie gleichviel Masse enthalten. Ferner sollen alle gleichen 

Theile der Masse von gleichen Kräften, alle in Richtungen, die auf ACB 

senkrecht sind, nach unten getrieben werden; jeder Theil der Masse M der 

Linie soll von derselben beschleunigenden Kraft p getrieben werden, so 

dafs die gesammte bewegende Kraft P, welche die Masse M der Linie nach 

unten treibt, 

(34.) P = pM 

ist. Der Einwand etwa, dafs es eine unbiegsame blofse Linie mit Masse 
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in der Wirklichkeit nicht g^be, ist nicht gflilig; denn es giebt in der Wirk^ 
lichkeit auch keine unbiegsame Linie ohne Masse, und Oberhaupt keine blofse 
Linie. Mit demselben Rechte aber, wie solche Linien vorausgesetzt werden, 
kann auch eine unbiegsame gerade Linie tnit Masse vorausgesetzt werden. 

B. Da die Kraft P die Linie ACB, senkrecht auf sie, nach unten 
lieht, so wird offenbar eine in der Mille C von AB senkrecht auf ACB 
nach oben ziehende Kraft CCi = P allen den Kräften, die auf die Masse 
der Linie wirken, das Gleichgewicht halten, und die Linie wird, von P gleich- 
sam getragen, vollkommen in Ruhe bleiben. Denn da alle Wirkungen auf 
die Masse der Linie auf beiden Seiten von C vollkommen dieselben sind, so 
ist kein Grund vorhanden, weshalb sich die Linie um den durch die Kraft P 
gleichsam fest gewordenen Punct drehen sollte. Aus demselben Grunde, aus 
welchem A z. B. nach unten sich bewegen möchte, mOfste sich auch B 
ebenfalls nach unten bewegen; und da beides zugleich wegen der Vnbieg^ 
samkeit der Linie nicht angeht, so bleibt die Linie in Ruhe. 

C. Lflfst man nun der Kraft CC^ = P eine gleiche Kraft CC2 = P 
in gerade entgegengesetzter Richtung entgegenwirken, die also jener das 
Gleichgewicht hält, so folgt, dafs diese Kraft CC2 = P die Linie eben so nach 
unten zieht, wie die auf die Masse der Linie gleichförmig vertheilte Kraft 
Pz^pM (34.). Die Wirkung ist dieselbe, und man kann daher, statt die 
Linie mit Masse und mit gleichförmig auf dieselbe wirkenden Kräften anzu- 
nehmen, auch setzen, die unbiegsame Linie sei ohne Masse und in ihrer Mitte 
treibe eine Kraft P sie nach unten. 

D. Nun sei AB (Fig. 10) eine unbiegsame gerade Linie, wiederum 
mit gleichförmig vertheilter Masse, auf welche fiberall die beschleunigende 
Kraft p wirkt. Man theile die Länge AB der Linie in zwei willkürliche 
Theile AD = m und BD = n, die sich also zu einander verhalten wie m 
zu it^ so dafs 

ist; wo m und n eben so wohl irrational, als ganze und gebrochene Zahlen 
sein können. 

E. Nimmt man jetzt die unbiegsame Linie ohne Masse an, und setzt 
nach (C), statt der Käfte, mit welchen die Theile AD und BD, wenn sie 
Masse haben, nach unten gezogen werden, in der Mitte der Linien und senkrecht 
auf AB zwei Kräfte P und Q angebracht, die zufolge (C) die Theile AD and 
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BD ganz eben so nach unteu ziehen, und die also jenen Krfiften gleich sind, 
so müssen sich diese beiden Kräfte P und Q wie die Längen AD und BD 
verhallen: denn so verhalten sich die Kräfte, welche die Theilo mit Masse 
nach unten ziehen, weil auf jeden gleichen Theil der Länge die gleiche Kraft 
kommt: also mufs 

(36.) -^ = _ = .^g^T «^^°- 

F. Aber auch der Kraft, welche die ganze Linie AB, falls sie Masse 
hat, nach unten treibt, hält, zufolge B in ihrer Mitte C eine senkrecht auf 
AB nach oben ziehende Kraft CC^ das Gleichgewicht, wenn diese Kraft eben 
so stark ist, wie die Kraft, welche die ganze Linie, mit Masse, nach unten 
treibt. Und da nun der Theil AD, mit Masse, von der Kraft P und der 
Theil BD, mit Masse, von der Kraft Q, also die ganze Linie, mit Masse, 
zusammen mit der Kraft P-f Q nach unten getrieben wird, so hält eine Kraft 
CCi = P-Y Q, in der Mitte C von AB, senkrecht auf AB nach oben ziehend, 
den Kräften, mit welchen die ganze Linie, mit Masse, nach unten getrieben 
wird, das Gleichgewicht, folglich auch den beiden Kräften P und Q in der 
Mitte F und E von AD und BD, welche die ganze Linie ohne Masse 
eben so stark nach unten ziehen. 

G. Nun ist ^i> = in, BD = n, AB = m^n, also AC=\(m'\-n\ 
AF=DF=\m und BE = ED = ^n und folglich FC = AC—AF 
= ^(m4-ii) — im= Jw und EC = BC— BE = ^{m-\-n)— ^n =^ j^m, 
also ist 

rQ^ '\ ^^ i^ •** 

(.<»70 -p^ — — _ — 

und vermöge (36.) 

(38.) # = |; 



und dies ist der Satz vom senkrechten Hebel. Dafs der Ruheponct C von 
der Kraft P-f (? gedrückt werde, zeigt sich in (F.). Der Übergang zum 
schiefen Hebel kann wie in (§. 7. JP.) geschehen. 

10. 

' Will man die Vorstellung einer unbiegsamen geraden Linie nicht mit 
Masse, sondern nur ohne Masse gestatten (wozu es freilich keinen hin- 
reichenden Grund geben dürfte), so ist, auf die Weise wie z. B. Poinsot in 
seiner Statik verfährt, zuerst zu beweisen: 

31* 
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a. Dafs zweien gleichen Kräften P und P, die in gldchen Entfer- 
nungen AC = BC von C (Fig. 9) in parallelen Richtungen auf einen Hebel 
wirken, von einer Kraft 2P, die in C, zwischen A und B, parallel mit P 
und P diesen gerade entgegenwirkt, das Gleichgewicht gehallen wird. Dies 
geschieht durch Zusammenee/zunff und Wiederzerlegung von Kräften, auf 
die Weise wie in (§.2. F. G.H.')^ also mit Hälfe und Vorausnahme von 
Begriffen und Sätzen, welche schon zum Beweise des Satzes vom Paratlelo-- 
gramrn der Kräfte gehören. 

b. Ist Dies bewiesen, so folgt weiter, dafs, wenn man ^B (Fig. 10) 
z. B. in m-^-n gleiche Theile theilt (wo f/i und n ganze Zahlen sind} und je 
mitten zwischen zwei Theilungspuncten eine gleiche Kraft p, desgleichen alle 
diese tn-^-n Kräfte in parallelen Richtungen auf ^A wirken läfst: dafs dann 
eine in der Mitte C von AB, parallel mit den Kräften p, in entgegengesetzter 

• 

Richtung auf AB wirkende Kraft (m -f n)p allen den m-\-n Kräften daa 
Gleichgewicht hält. Desgleichen, dafs, wenn von den m-f '< gleichen Theilen 
von AB m Theile auf ^jD und n Theile bu( BD kommen, eine Kraft P=:mp 
in der Mitte F von AD und eine Kraft Q = np in der JUifte E von BD, 
parallel mit den p wirkend, eben so viel thun, wie die m KräAe p, die auf 
AD und die n Kräfte p, die auf BD wirken, so dafs also die Kraft ('it-fi>)/^ 
in C den beiden in F und E wirkenden Kräften P und Q das Gleichge- 
wicht hält. 

c. Hierauf wird endlich, ganz ähnlich wie in (§.9. D.bisG.)^ be- 
wiesen, dafs sich P und Q zu einander verhalten mOssen, wie EC zu FC, 
oder wie m zu n. 

d. Aber da vorausgesetzt worden, dafs tn und n ganze Zahlen sind, 
so wird der Satz vom Hebel auf diese Weise nur erst för den Fall bewiesen, 
^o — rational ist. Um zu den Fall, wo — irrational ist^ Qberzugehen, 
ist zunächst zu beweisen, dafs, wenn z. B. in (Fig. 10) Q zunimmt, während P 
bleibt, der Ruhepunct C des Hebels von F sich weiter entfernt, also dafs 
FC mit Q zugleich wächst. Dies folgt aus dem Umstände, dafs, wie sich 
bei dem Theile des Beweises ($.2. F.G.H.') ergeben hat, der Ruhepunct 
des Hebels immer zwischen den Angriffspuncten der beiden Kräfte P und Q, 
die auf ihn wirken, liegen mufs: das heifst, dafs der Angriffspunct C einer 
Kraft Rz:=P \-Q, die nach CC, auf den Hebel FE eben so wirkt wie P 
und Q, immer zwischen E und F fällt; was auch P und Q sein mögen. 
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Vermöge dessen wird, da R=zP^Q in C so viel tbut als P und Q m F 
nnd E, falls Q z.B. um K zunimmt, eine Kraft R'\'K = P-\'Q-\>K so 
viel thun als P und Q^K. Aber R in C thut schon so viel als P^Q, 
also mufs die neue Kraft R'\-K so viel tbun als R und K, und der Angriffs- 
punct dieser Kraft R'\-K liegt zwischen C und £7/ also rOckt der Ruhepnnct 
des Hebels E näber, wenn Q zunimmt, und FC und Q nehmen zugleich zu. 
e. Nachdem auch Dies bewiesen worden, schreitet man nun auf die 
gewöhnliche Weise zu dem Beweise des Überganges von der Rationalität zur 

Irrationalität von — • 

n 

Aber die Wiederholung dieses Beweises, auch hier in diesem Falle, ist 
völlig unnöthig, da der Beweis leicht allgemein und ein fflr allemal fflr alle 
ähnliche Fälle gegeben werden kann, die in der Rechenkunst und Geometrie, 
eben so wohl wie in der Mechanik, häufig vorkommen. Wiederholt man ihn 
in jedem ähnlichen Falle, so thut man in der That nicht viel anders, als wenn 
man z. B. den Beweis dieser oder jener Gleichung, der allgemein durch Buch- 
staben gegeben werden kann, stets fflr diese oder jene besondern Zahlenwerthe 
der Buchstaben wiederholt. 

Ich habe hierauf schon in meinem Lehrbuche der Elemente der Geometrie 
(Berlin, bei G. Reimer. 1826.) aufmerksam gemacht und im ersten Bande 
dieses Buchs (S. 125) den allgemeinen Beweis gegeben. FOr den Fall, dafs 
Dies nicht beachtet sein sollte, setze ich die Stelle, welche den Beweis ent- 
hält, hieher, nur mit veränderter Buchstabenbezeichnung und noch etwas ver- 
vollsländigt. 

Obergang vom Rationalen zum Irrationalen. 

11. 

„Erklärung. Wenn ungleichartige Gröfsen, z.B. Linien und Winkel, 
„Winkel und Flächen, Winkel und Körper'' (hier Linien und Kräfte), „die 
„auf irgend eine Weise von einander abhangen, die Eigenschaft haben, dafs, 
„so lange die eine wächst, oder abnimmt, die andere ebenfalls immer wächst, 
„oder immer abnimmt, und umgekehrt, nie die zweite vom Wachsen zum 
„Abnehmen äbergeht, so lange es nicht die erste auch tkut, so sollen die 
„Gröfsen zusammengehörig heifsen; und zwar, wenn sie beide zugleich 
„immerfort wachsen, oder immerfort abnehmen, gleichförmig-'zusammengehörig, 
„wenn die eine abnimmt, während die andere wächst, entgegengesetzt^zusam-- 
„mengehörig ^\ 
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„Lehrsatz. Wenb von zwei vn ff teichartigen j aber (fteichförmig^ 
yyZHsammengehörigen , von einander abhängigen Gröfsen c und a bewiesen 
„werden kann, dafs während c in das Arfacbe c oder in kc = Ci übergeht^ 
„ans a ebenfalls grade das A fache ka oder ka = ai wird, wo k eine ganze 
y^Za/il oder einen rationalen Bruch bedeutet, so dafs also r^ = a^ cornmen^ 
yflurable Gteichvietfache von c und a sind, so gilt das Nämliche auch, wenn 
„Are mit c incoinmensurahel , oder wenn k eine irrationale Zahl ist; das 
„heifst: auch dann gehört grade ka zu kc, und kc und ka sind also immer 
„Gleichvielfache von c und a, k mag rational oder irrational sein, mithin 
y.füT jede beliebige Zahl Ar/* 

„Beweis. Ginge, im Fall k irrational ist, n nicht grade in ka ober, 
„wenn c in Ac Qbergeht, so ginge es in eine größere oder kleinere Gröfse 
„als ka Ober, z.B. in die gröfsere {k'\'e)a; wo e irgend eine** (rationale 
oder irrationale) „Zahl ist. Es lassen sich aber** (rationale) „Zahlen, nament-* 
„lieh Brüche, so nahe bei einander annehmen, als man will; z. B. zwei Brfiche 
„^ und g, die um weniger als e von einander verschieden sind, was auch 
„« sein mag. Nun können zwischen den beiden Zahlen p und g nicht zwei 
„andere zugleich liegen, deren Unterschied gröfser ist, als der Unterschied 
„von p und g: also lassen sich Brüche p und g annehmen, zwischen welchen 
yyk und k-^e nicht zugleich liegen können. Ist daher p kleiner und g gröfser 
„als k, so liegt g nolhwendig zwischen k und k'\-e, und folglich ist ga gröfser 
„als ka und kleiner als {k'\-e)a; desgleichen ist gc gröfser als kc.^^ 

„Nun nehme man an, c und a wachsen, und c gehe zuerst in gc über, 
„so mufs nothwendig ga aus a werden, weil der Voraussetzung nach be- 
„wiesen werden kann, dafs für alle ganzen Zahlen und Brüche, wie g, 
yfl in das Gleichvietfache übergeht. Geht darauf weiter c von gc in kc über, 
„so mflfste ga in {k'\-e)a Obergehen, v^eil nach der obigen Voraussetzung, 
„wenn kc aus c wird, a in (Ar-f ^)a übergeht. Aber gc ist gröfser als kc, 
„hingegen ga ist kleiner als {k-\-e)a: also würde die eine Gröfse c von gc 
„nach kc abnehnen^ während die andere von ga bis {k-\'e)a wächst. Dieses 
„ist der Voraussetzung entgegen, weit die Gröfsen c und a gleichförmig 
^^zusammengehörend also immer nur zugleich wachsen oder abnehmen sollen, 
„nie abwechselnd. Folglich ist es unmöglich, dafs a in etwas Gröfseres 
„als ka übergeht, wahrend c von c nach kc gelangt.** 

„Auf Ahnliche Art wird besiesen, dafs aus a nichts Kleineres als ka 
„werden kann, wenn kc aus c wird. Also mufs nothwendig immer a in 
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yjka^=:^a^ abergehen, wenn kc=^e^ aus c wird; auch wenn h irrational ist; 
^das heifst: auch dann sind C| und a^ Gleichvielfache von c und a. Folglich 
^ilt die Gleichviel fachheit, die fflr gleichförmig zusammengehörige commen" 
„$urable Gröfsen bewiesen wurde, auch ohne Ausnahme fQr gleichförmig 
^zusammengehörige incominetufurable Gröfsen.^* 

Fflr entgegengesetzt'-zusammengehörige Gröfsen ist der Beweis ohne 
Weiteres in dem vorigen enthalten. Denn man darf nur, wenn c und a ent- 
gegengesetzt-zusammengehörige Gröfsen sind, z. B. b — a statt a schreiben, 
Yio b'^a und willkOrlich ist. Alsdann sind c und b—a gleichförmig ^zviSBrn-- 
mengehörige Gröfsen, und was von b — a wie oben bewiesen wird, gilt 
auch von a. 

Anwendung auf den Beweis des Satzes vom Hebel ($. 10.). 

12. 

A. Hier ergab sich in (§. 10. i/.), dafs FC (Fig. 10) immer wächst, 

FC 

also EC immer abnimmt, folglich auch -pp- immer zunimmt, wenn ^^- 

nimmt, während P und FE Dasselbe bleiben. Setzt man daher 

ao sind die von einander abhängenden ungleichartigen Gröfsen a und c gleich-- 
fOrmig-^zusammengehörige Gröfsen (§.110- 

B. Nun ist ferner bewiesen worden, dafs 

fflr alle ganze Zahlen m und n gleich ^ = c ist : also dafs die rationalen 

Zahlen u und c einander gleich sind. Demaach sind auch ka und Are ein- 
ander gleich, insofern Ar eine rationale Zahl ist, damit ka und kc ebenfalls 
rational sein mögen. 

FC O 

C. Es nehmen aber -^ = a und ^ = c nach QA.') immer zugleich 

SU, niemals das eine ab, wenn das andere zunimmt. Also findet Das was von 
ka und kc gilt, wenn k oder ka md kc rational sind, nach dem allgemeinen 
Beweise in (§. 11.) auch dann Statt, wenn ka und kc irrational sind; folg-*- 
lieh ist auch dann ka = kc. Das heifst: auch dann, wenn dias Verhfillnifs kc 
der Krfifle P und Q zu einander irrational ist, ist dieses Verhältnifs dem ka 
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der Hebels -Arme um den Ruhepunct umgekehrt gleich; was dann der voH-- 
ständige Satz vom Hebel ist. 

Da dieser vollstfindige Beweis des Satzes vom Hebel viel weitläufliger 
ist, als der in (§.9.) 9 so dOrfte es fQr die Elemente der Statik, wenn man 
darin nnr statische Beweise zulassen will, raihsam sein, den Satz vom Hebel 
wie in (§. 9.) und dann weiter mit Hfllfe dieses Satzes den Satz vom Parallelo* 
gramm der Krfifte wie in (§. 2.) zu beweisen. Dann ist auch der Übergang 
vom Rationalen zum Irrationalen nirgends notbwendig. 

Einiges vom Parallelepipedum der Kräfte. 

13. 

Da zwei Kräfte a und h, die in der Ebene des Papiers nach Richtung 
und Gröfse durch die Linien AB und AC (Fig. 11) vorgestellt werden, eben 
so auf den Punct A wirken, wie eine Kraft welche die Diagonal Ad des 
ebenen Parallelogramms ABCD nach Richtung und Gröfse ausdrückt, so wirkt, 
wenn eine dritte Kraft AE^=^c hinzukommt, die nicht in der Ebene des 
Papiers, sondern über derselben, von A aus schräg nach oben gerichtet isf, 
und man zieht DH=AE mit AE im Räume parallel, so dafs ADEH ein 
ebenes Parallelogramm ist, die durch die Diagonal AH dieses Parallelogramms 
nach Richtung und Gröfse vorgestellte Kraft eben so stark auf A, wie die 
beiden Kräfte AD und AE = c, und folglich eben so stark auf A, als alle 
drei Kräfte AB=ia, AC=b und AE=^c zusammen. 

Die Baum ^Diagonal AH des Parallelepipedums , welches entsteht, 
wenn man durch a und b, b und c und c und a drei Ebenen legt, von wel- 
chen drei andere durch die Endpuncte B, C und E von a, b und c mit jenen 
parallel gelegte Ebenen die Parallelogramme BDHF = ACGE, CDGH 
=^ABEF und EGHF—ACDB abschneiden, stellt also nach Richtung und 
Gröfse die mittlere Kraft vor, welche auf A eben so wirkt, wie die drei, 
durch die in A zusammenlaufenden Kanten des Parallel epipedums nach Richtung 
und Gröfse vorgestellten drei Kräfte AB;=a, AC=b und AE = c. 

Wir wollen hier die mannichfaltigen geometrischen Eigenschaften dieses 
Parallelepipedums der Kräfte etwas vollständiger, als es gewöhnlich geschieht, 
und dabei so einfach und kurz als möglich entwickeln, weil Dies fflr die 
Elemente vielleicht von Nutzen sein könnte. 
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14. 
Was bei dem (regeoslaode vorkommt, soll, wie folgt, bezeichDet werden. 

A. Linien. 

a. Durch rf, = AG=BU, df, = AF= CH, d, ^AD = EH die 

den Knoten a, b und e gegenüberliegenden Diagonalen der SeUenfiächen. 
Die Summe ihrer Quadrate sei 

(41.) Sd' = dl^dl-^di. 
4. Durch ^, = CE=-DF, dß = EB=^GD, d^ = CB = GF die 
den Winkeln CAE, EAB, CAB, in diesen SeilenfidcAen selbst, gegenüber 
liegenden Diagonalen. Die Summe ihrer Quadrate sei 

(42.) :s<p = (r.+cTHc^r 

c. Durch J, = AH, d^ = BG, Js=CF, J^^DE die vier Raum-- 
Diagonalen des Parallelepipedums. Die Summe ihrer Quadrate sei 

(43.) :SJ = J]^Jl'\'Jl'\^Jl. 

d. Durch 

(44.) JSk" = fl' + i^-|-c* 

die Summe der Quadrate der drei verschiedenen Kanten. 

B. Winkel. 

e. Durch a = CAE, ß = EAB, y = BAC die Winkel, welche die 
Kanten a, b, c an der Ecke A einschliefsen. Die Winkel, welche dieselben 
drei Kanten an den andern Ecken einschliefsen, sind theils a, ß, y selbst, 
theils die Supplemente davon; wovon weiter unten. 

f. Durch A, B, C die Winkel, welche die SeUenfiächen an den 
Kanten a, b, c einschliefsen. 

g. Alle übrigen Winkel zwischen zwei zusammenstofsenden Linien 
sollen durch diese beiden Linien bezeichnet und es soll, wo es nöthig, noch 
zwischen dieselben die Linie gesetzt werden, welche dem Winkel gegenüber 
liegt. Alles zusammen in Klammern geschlossen; so dafs also z. B. CDB 
= (a,Jy,*), EAD=:{c,J^,^y), AMB = {J,,a,J2) ist. ü. s. w. 

C. Flächen-Inhalte. 

h. Durch s,=ABCD = EFGH, S2=AECG=BFDH, s^=ABEF 
= CGHD die Inhalte der drei verschiedenen Seitenflächen des Parallelepi- 
pedums, welche a und b, b und c, c und a zu Seiten haben; die Summen 
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ihrer Quadrate durch 

(45.) Ss^ = «?+*H^- 
i. Durch D,^a^ = ABGH, Df,^ai,=^ACHF, D,^a, = AEHD und 

T^ii=^CEFD, T>i,ß^BEGD, TiJ^^CGFB. 

Die Inhalte der sechs Diagonal flächen des Parallelepipedums mit a, da, b, d^, 
€, de und a,d„, b,dß, c,iy zu Seiten; die Summen ihrer Quadrate durch 

«^^^•J j2. 2^' = T>l^sA^ls,+ ^lsr' 
k. Durch y, = BCE, tp^ = ADF, tp^ = 67D^ und 9)4 = Cffl? die 
Inhalte der vier durch die Endpuncte der Kanten a, h, e, den vier Ecken 
A, B, C, D gegenüber, gelegten dreieckigen Flachen; die Summe ihrer 
Quadrate durch 

(47.) -Ty^ = 9)?+9Hy? + 9>i- 
/. Durch Vi = GDF, tp^ = CEH, yj^ = EBB, tp^ = AGF die 
Inhalte der vier, den Ecken A, B, C, D gegenüber, durch die Endpuncte der in 
denselben znsammenstofsenden Seiten-Diagonalen gelegten dreieckigen Flfichen; 
die Summe ihrer Quadrate durch 

(48.) 2x1/^ = y,J4-^,+^5-|.^J, 

Auch die Flachen (A^i^Ar^/) selbst sollen durch s, D,^^ ip und rp bezeichnet wetden. 

D. Raum-Inhalte. 

m. Durch P den Raum-Inhalt des Parallelepipedums. 

lt. Durch p.^ABCEj p^^zBADF, p^^CGDA, p^^DCHB 

die Raum-Inhalte der vier Pyramiden, welche q>j^^ (p2^ (p^ und «jp« zu Gmnd-> 
flfichen und A, B, C, D zu Spitzen haben; die Summe ihrer Quadrate durch 

(49.) 2p = p^±-p^J^p^^p^. 
o. Durch q, = AGDF, q^^BCEU, q, = CEBB, q^ = DAGF 
die Raum-Inhalte der vier Pyramiden, welche ipi^ yp2^ rp^ und % zu Grand- 
flfichen und A, B, C, D zu Spitzen haben; die Summe ihrer Quadrate durch 

(50.) 2q = ^1+^2 + ^3 + ^4. 
p. Der Kürze wegen soll die Gröfse 

(51.) 1 — cosa^ — cos/3^ — cosy^+2cosacos/?cosy 
= 4sini(a + /?+y)sin|(a4-/? — y)sin^(a — /3+y)sin|(— a+/?+y) = i' 
gesetzt werden. Dafs die beiden Ausdrücke von l einander gleich sind, ist bekannt. 
Durch diese Bezeichnungen ausgedrückt, gedenken wir folgender Sfitze 
und ihrer Beweise. 
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15. 
Zunächst ist fflr die bequeme Aufstellung der Formeln Folgendes zu 
bemerken. 

A. In jeder der vier verschiedenen Ecken A,B,C,D stöfst eine 
Raumdiagonal mit den drei Kanten, mit drei Seitendiagonalen, mit drei 
SeUenunnkeln und mit drei Flachenwinkeln zusammen; die Kanten und die 
Seitenflfichen unter verschiedenen Winkeln. Und zwar gehören zusammen: 

1. J^mila,b,c, a, ß, y, da,dt,d^, A, B, C 

2. J^ mit a,*,c, a, 2{f—ß, 2()— y, d^,dp,d^, A, 2{f—B, 2q—C 

3. A milfl,^c, 2Q—a, ß, 2()— y, d,, d^^Ö^, 2q—A, B, 2q—C 

4. ^4 mit a, b, c, 2^—a, 2^—ß, y, d^ , dß, d^, 2q—A, 2q—B, C. 
Um daher Das, was far die erste Ecke Statt findet, auf die folgenden zu 
übertragen, darf man nur die Werthe der Buchstaben nach (52.) verandern. 

B. Fflr Das, was fflr dieselbe Ecke Statt findet, darf man nur die 
Buchstaben in ihrer Ordnung weiterrrücken. 



(52.) 



Es ist (§.14. a. and bJ): 



16. 



I. 



(53.) 



1. 

'2. 
3. 



^l 



dl 



2. ^} 

3. <r; 



y -["*'' — 2bceosa, 
c^-\-a^ — 2ca cos ß, 
(f-\-b^ — 2abcosy. 



(56.) Sd^-\-^d^^42U'. 



= Ä'-f c*4-2*ccosa, (1. 

= c'-}-aH2cflcos/?, (54.) 
</,' = «' -f**-f 2a* cos y. 

jl. dH<^.' = 2(*H«'). 
(55.) 2. rf?4-(?^ = 2(e'+a'), 

(3. d»-f-<r; = 2(a»-f-ft*). 

a. Wenn nemlich CCi, EE^, DDi, FFi and HH^ aaf ^BH senk- 
recht sind, so ist BDi = cos y und DDi = sin y, also 

(57.) A& = (a+ftcosy)*-|-*»siny" = a»-f*»-|-2«6cosy = d*. 
Dies ist der Ausdruck (53. 3.). Die andern (53. 1. nnd 2.) finden sich 
nach (§.15. J?.). 

b. So wie in (53. 1.) d^ mit b, c und a zusammengehört, so gehört 
nach (52.3.) d^ mit b, c und 2q — a susammen. Also erhält man (54. 1.) 
ans (53. 1.), wenn man 2ff — a statt « setzt. Die andern AusdrOcke (54. 2. u. 3.) 
ergeben sich nach (§. 1 5. B."). 

e. Die AusdrOcke (55. und 56.) folgen aus denen (53. und 54.) 
unmittelbar. 

32» 
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IL 
Es ist für (§. 14. r.) : 

f 58.1 ; 2. J2 = -2*Ä^ — 2ab cos y + 2Ä<? cos a — 2ca cos ß. 




Jl == -2*Ä* — 2flÄcosy — 2ic cos a -}- 2ca Qos /?^ 
Jl = -2*A:^-|"2fl*cosy — 2Jccosa-- 2cacos/9. 
(59.) -S^^ = 4-2:ä', 

U. dl^d}-\-d^,=^2k^^Jl (4. rfHrf6 + <Jr=3-^*'-^^ 

(62.) -S'rf^f-S'cr = -2"^^ 
n. Denn in dem Dreiecke ABH ist 

ÄW = ÄW^BW — 2AB.BHcosÄBH, 
das heifst, weil ABH = 2q — HBH^ ist: 

(63.) ^x' = a' + rf„H2Ä.rfaCosirÄir|. 
Nun ist BDi = ACi = bco3y, and da DH=c mit AE==c im Räume 
paralM ist, D^Hi^z AE^^c cos ß; also ist BD^'\'D^H^ oder BH,= 
bcosy'\-ccosß nnd folglich, da BHi = HB cos HBHi = d^cosHBHi ist, 

(64.) da cos HB Hl = ft cos y -f ^ ^^^ /^' 
Dies, nebst rf2 = *'4-c^-f 2Äccosa (53* 1.), in (63.) gesetzt, giebt 

(65.) ^1' = ö' + *' + c^4-24ccosa + 2a*cosy-f-2cflcos/9; 
wie (58.), Hierin weiter nach (52. 2. 3. 4.) a, 2Q—ß, 2()— y; 2()— a, /?, 2p— y 
nnd 2(> — ce, 2(>— /? iin<i / statt a^ /?^ y gesetzt, giebt (58. 2.3.4.). 

b. Der Ausdrack (59.) folgt unmittelbar aus (58.), und (60. 61. u. 62.) 

folgen aus (53. 54. u. 560« 

IIL 
Es ist fflr ($.14. A.): 

(66.) #4 =1 oÄ sin y, S2 = bc sin a, s^ = ca sin ß. 

Z. B. Si ist gleich AB. CCi=^ ab sin y. Nach (§.15. JB.) folgen die andern. 

IV. 
Es ist för (§.14. jT.): 

- coscf — cos/9cosr /- , ^ 

1. oüs^ = r . . ^, 11. sin^ 



sin/3rsin;^ ^ l ' sin/ysin/ ^ 

/üw ^ 7rk V» costf — cosycosa roo-^ Jc% > n ^ 

(67.) <2. cosÄ = — —. 7^ , (68.) <2. smÄ = --, ; — , 

^ -^ p smysina ' 1 smysina ' 

L ^ cosy — co8acos/9 In * r^ ^ 

8. C0SC== '-r- r--5 ^* f3. SIU C = -7 r--y 

sinasm/y \ smasin^ 
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a. Zieht man YX und ZX, wo AX=^\ gesetzt wird, auf AE=^c 
senkrecht, so ist der Winkel YXZ = C. Also ist in den Dreiecken YXZ 
nnd YAZ: 
(690 ^^ = YX^^ZX^-2 YX. ZXcob C= Yä'+ZA'-2 YA . ZA cosy. 

Aber es ist 

(70.) FZ=tanga, ZX=tang/9, Kl = seca, Z^ = sec/?, 

also giebt (69.) tang a* -f ****& /^^ — 2tangatang/?cosC = sec a' -f ^^^/^^ 
— 2secasec/?cos/ oder — 2tangatang/9cosC= 2 — 2secasec/3cos/ oder 
mit cos er cos/? multiplicirt, 

(71.) cosCsinasin/9 = cosy — cos a cos ^; 

wie (67. 3.). Nach (§. 15. Ä.) finden sich (67. 1. n. 2 ). 

h. Aus (67. 1.) folgt 

. ^2 4 ( cosa — cos ^Scosy\ si n /9* s in y* — cosa *-f 2co8 a conßcosy — cos/?* cos y' 

\ sin ^ sin V / 



sin /y sin y / sin ^ sin y* 

(< — co8/y)(l — cosy*) — cosa*-f ^<^Qsaco8/ycosy — cos/J'cosy* 

siD/9siny' 

1 — costt* — cos/y — cos y* 4" ^ cosa cos /g cos y 

sin ^* sin y* 

(72.) sin J = * 



, also 



sin/9siny ^ 

wie (68. 1.). Nach ($. 15. B.) finden sich (68. 2.0.3.). 



V. 



Es ist für (§. 14. 

II. rfaCOS(rf„,c) = 

2. df,co3(dt^a) = 

3. ifcCos(if^,6) = 

II. (Ja cos ( J„ , C) = 

2. ^ysCOs((y^,fl) = 

3. (?yCos((yy,*) = 

II. daC09{da^b) = 

2. rf6C0S(rf^,C) = 

3. rf,.cos(if^, ä) = 

ji. (J„cos((y„,*) = 

(79.) 2. (y^cos(<y^,c) = 

(3. (JyCos((yy,a) = 



9Y 

= c-j-Acos«, 

= fl4'^C0S/?, 
= Ä-j-flC08y. 

= c — J^cosa^ 
= fl — ccos/3, 
= * — acos/. 

= Ä-}"^cosa, 
= c4-öco8/9, 
= a-{-^cos^. 

: 6 — ccosa^ 
'-c — acosß, 
:a — Äcosy. 



(74.) 



(76.) 



(78.) 



(80.) 



1. 


</„SiB(rf.,C) = 


= bs\na, 


2. 


<^iSin(<f(,a) = 


= e s\ikß, 


[3. 


J<,sm(<;,,6) = 


= a sin ;'. 


1. 


(y„8in(<T.,c) = 


=3 6 sin a. 


2. 


^^ sin (^^, «) = 


= csin/?. 


3. 


(tySm(<Jy,A) = 


= asin^. 


1. 


</„sin(rf„,6) = 


= e sin a. 


2. 


rftsin(rf6,c) = 


= aB\nß, 


3. 


rf<,8in(</„<i) = 


= Ä sin y. 


1. 


d„sin(cJ„J) = 


= c sin o. 


2. 


^^9in(<>^,<r) = 


= nsxnß. 


3. 


<rySln(Jy,«) = 


= Äsiny. 
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1. cd„cosidaie)-{-adiC03idi^a)-\-bd^co3(d,,b) = ^(z/J-f -2"A') 

hda COS (rf<, , b) -f cdi cos (db , c) + arfc cos (</, , fl) » 
12. cd, cos (<l„ , c) 4- «rf^ cos ((^^ , a) -|- ftcT^ cos (<Jy , *) = i (^ + ^Sie*) 
r81 ") < = M„ cos (<?„,*) + c<J^ cos (^^,c)-[-fl^y cos (<J,,fl), 

^3. c<>„ cos ((T., c) + orft cos (<4,«) + Wy cos (Jy,*) = Kz/j'+^TÄ') 

Wa cos (<J„ , Ä) -}- <?<'6 cos (rfj , c) -f- a<^y cos (dy , a) , 
4. c<>„cos((f„,c) + aJ^cos(d^,a)4-Hcos(<le,*) = iC^H-^^Ä*) 

Ä^a COS (^„ , Ä) -f cSy COS ( Jy , <;) -f- Orfe cos (rfe , tt). 

1. c<^aSin(</a,c)-}-a<'6S>n(<l»,a)-|-^<'cSin(<{e,d) = JSs, 

gg \2. c<J„sin(^„,c)-f-«^/)Sm((>'y„a)-f Wy8iD(Jy,*) = JS», 

13. 6rf„sin(rfa,ft)-|-crf6sin(rf6»<?)-f "''cSimCrf,,«) = S», 

14. ÄJ„sin(<y„,ft)-f C(y^sin(d'^,c)-|-o<yySin(<yy,*) = .T*. 

a. Es ist ^jF\ = <i -|- c COS /? = .^IFcos (d(, ^a) = d(, cos (rfj , a) , wie (78. 2.), 
und (73. 1. a. 73. 3.), aus ($.15. B.). 

b. Es ist AF sin FAB = FF^ , das beifst d^ sin idt^a)=e sin /9, wie (74. 2.), 
und (74. 1. n. 74. 3.), ans (§. 15. Ä.). 

<;. (75.) folgen aas (73. n. 52.), weil d„ and c mit 2p — a ond c, dß and 
6 mit 2(> — /9 und 6^ and d^ and fr mit 2q — ;' and b zusammen- 
gehören. 

i. Auf dieselbe Weise folgt (76.) aus (74.). 

e. Ef ist AD cos DAB = AD^ = « -j- J cos y = rf« cos (rf. , 6), wie (77. 3.) , 
und (77. 1. a. 2.) folgen nach (§. 15. B."). 

f. Es ist ADiKuDAB = dcSm(d,^a) = DDi = bsiny; wie (78. 3.), und 
(78. 1. u. 2.) folgen nach (§. 15. B.). 

g. (79. u. 80.) folgen wieder ans (77. ond 78.), nach (52.). 
h. Die Ausdracke (81.) folgen unmittelbar aus (73, 75, 77, 79 und 58.). 
i. Die Ausdrücke (82.) folgen aus (74, 76, 78, 80 und 66.). 

VI. 

Es ist far (§. 1 4. ^.) : 

'1. daeo8{d„yJi^a) = —ecosß—bcoBy, 

(83.) (2. rfft 008(^6, ^i,J) = — flcosy— ccos«, 

rfeCOs(Je,^i,c) = — Äcosa — «cos/?. 

rf„cos(rfa»^in«) = -\- c coB ft -\- b cos y , 
(84.) |2. (fßCoa{dß, Ji,b) == -|-«cosp' — ccoso, 

^yC08(^y,^2?*) «= — 6cos«-f-acos/9. 
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II. <^aCOs(^«,-^s,a) = -ficosy — ccosß, 
2. d(,cos(d^^Js^i) = '\-€C03a'\'ac03y, 
3. (TyCos((Jy,4^3,c) = —acosß-^bcosa. 

II. <?«cos((Ja,4^4,fl) = -{-ccosß — bcosy, 
2. dßC08(iß^ J^^b) = — acos/-f ^^<^^^> 
3. ^eCos(i/<.,4^4,c) = '{' b cos a'\-a cos ß. 

il. arfa cos (rf« y 4^1, fl) + W6 cos (rf5,z/4,Ä)4-crfc cos (l/^,4^i,C)== -2^ 
2. arfaCos(rfa,^2,fl)+W/jCos((y^,^2,*)+^<^yCOs((Jy,^2,c)=J?*^^ 
3. ad^cos(ß^^J^^ a)\'bdbCos{df,^J^^b)\'Cd^cos{dy^ ^3, c)=^2l^—JU 
4. fl<y« C08((y«, ^4, H) + bdßCOS{dß^ ^4, ft) -[-ClfeC0S(lfe9 ^4? C)=^JSl^—^h 

a. Es ist daCos(da,Ji^a)=HBcosHBJ = — GAcosGAB=:—AGi 

= —{CiGi+ACi) = —{c COS ß-\'bcosy); wie (83.1.). Die Ausdrücke 
(83. 2.0.3.) folgen aus (83. 1.) nacli ($. 15. B.), und (84, 85 u. 86.) folgen 
aö8 (83.) » vermöge (52.). 

b. Die AnsdrOcke (87.) folgen aus (83, 84, 85, 86, u. 52.). 

VII. 
Es ist fflr ($. 14. y.) 

[1. JiCOs(Ji^d^^a) = fl-j'^^os/STJ-ftcosy, 
(88.) (2. Jgcos (Ji^da^b) = Ä-j-acosy-f^^^^^> 

^^1008(^^1,1/^9 <^) === C'\'bcosa'\'acosß. 

J2C0s(J2^äa^a) = a — i:cos/J — Äcosy, 
(89.) |2. J%cos{J2^dß^b) = Ä — öcosy-f^^^^i 

^^2 cos (4^2 9 <^y 9 <?) = c-(-ftcosa — acosß. 

JiCos^Ji^äa^ä) = a-|-^cos/9 — 6cos/^ 
(90.) (2. Jy cos (J^^db^b) = ft — acosy — ccosa, 

-^3Cos(4^3,<yy,c) = c — 6 cos a -[- a cos /?. 

i/iCos(4^4,<Ttt,a) = a-^-b cosy — ccosß, 
(91.) (2. ^^cos{J^^Sß^b) = b — ccosa-f acos/^ 
(3. 4^4C0s(^4,ifc)^) = c — acosß — 6cosa. 

II. acos{Ji^da^n)-\'bcos(^Ji^dt,^b)'\'Ccos{Ji^d^^c) = ^1, 

2. flcos(z/2,rf^,a)-f *cos(^2,^/j,*)-f^cos(^29<>y9^) = ^2, 

3. «C0S(4^3,(J^,«) + *C0S(-^3,rf6i*) + ^C0S(i^3,(Jy,c) = ^3, • 

4. acos(-^49<Ja9Ä) + *^os(-^4,<y^,*)-f ccos(-^4,rf^,c) = -^4. 
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a. Es ist Ji cos (J^ ,da,a) = HA cosHAB = AH^ = ^Ä -f BH^ 
= AB^HB cos HBH, = a^ da cos HBH,= a-{-bco3y -^ccosß (64.). 
Dies ist der Aasdruck (88. 1.). Die übrigen in (88, 89, 90 u. 91.) folgen 
nach (§. 15. ^ u. Ä.). 

b. Die Formel (92. 1.) folgt aus (88.) und (58. 1.), wenn man 
(88. 1,2,3.) der Reihe nach mit a, bj c muUipIicirt und die Summe durch Jg 
dividirt. Die abrigen Formeln (92.) folgen ähnlich aus (89, 90 u. 91.) 

c. Die Formeln (92.) sind, wie man sieht, ganz ahnlich denen für 
Parallelogramme. Denn es ist z. B. in dem Parallelogramm ABCD die 
Diagonal AD oder dc = acos{dc^a)'\-bcos{dc^h). 

VIII. 
Es ist für (§. 14. ^.) 

1. daJiC03(J^^a^dJ) = dl -{- ac cos ß-^-ba cos y, 
(93.) |2. df, Ji cos (Ji^b^ dl,) = dl-{ bacosy-\- cbcosa, 

de Ji cos {Ji^c^ de) = rfc + c6 cos a + ac cos /?. 

da J2 cos {Ji^^'f da) = da — oc COS ß — Nacosy, 
(94.) (2. ößJ^cosi^J^'i^'i^ß) = ^} — bacosy^cbcosa, 

d^J2<^os{J2'iC.^dy) = ^y'\' cb cos a — ac cos ß. 

<J«^3Cos(^3.,ii,Jj = ^l'{' ac cos ß — ba cos y, 
(95.) |2. J6^3COs(^3,J,rf^) =* dl — ba cos y — cb cos a, 

(Jy^3Cos(^3,c, Jy) = <Jy — cÄcosa-|-flccos/9. 

(y^-^4Cos(^4,ö,^J = dl — accos/?-f 6acos^^ 
(96.) |2. d,ft^^cos(J^^b^dß) = (J^-f Äacosy — cftcosy^ 

rf^ ^4 cos (-^4 , c, if J = rfe — cÄcosa — ac cosy. 

il. daCOs(Ji^a^da)'\' df,cos(Ji^b ^d(,)'{- deCos(Ji^c^dc) = 2^^, 
2. rfaCOS(^2,fl,^a) + ^/5COS(^2,*,rf/9) + <JyCOS(z/2,C,(Jy) = 2^^ , 
3. rfaC0S(^3,«9O+^6C0S(^3,ft,rf6)-|-<^yC0S(^3,^9^y) = 2^3, 
4. (y„cos(^4,a,JJ4-(J'^cos(.^4,ft,(?^) + itcos(^4,c,rfe) = 2.^/4. 
a. Im Dreieck 0.4A ist HB = AH cos AHB -{^ AB cos HB A, das 
heifst, da = ^i cos (Ji^a^ da) -\-acos{da^^L^a). Dies giebl vermöge (83. 1.) 

rfa = ^1 cos(^ji,a, i/J — -^(c cos/?-{ Jcosy), also rf« ^i cos (.^x , a , rf«) 

=idl'\'accosß'\'bacosy; wie (93. 1.). Die flbrigen Ausdrücke in (93, 94, 
95 und 96.) folgen nach (§. 15. J und i?.). 
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b. Die Somme von (93. l,2u.3.)ist-^i[rfaCOs(^i,fl,rfJ-{'^6COs(-^i,Ä,rf^) 
-} rf, cos (^1 , c , d,)] = d^'\-dl-\'dl^ 2ac cos ß + 2i« cos y + 2cft cos a (60.) 
= vA2^^2_^^2 (5g j -j =2^1^ woraus, mit J, dividirt, (97. 1.) folgt. 
Die übrigen Formeln in (97.) ergeben sich nach (§. 15* ^0 ^^ (^^O* 

IX. 
Es ist für (§. 14. ^.): 

,1. dadt, cos (da ^^y^ dl,) =i c^'\- bccosa-\'Cacosß -{-abcosy, 

(98.) |2. di,dc cos {db^ da ^ de) == ii^-{-c«cos/?-}-^*cösy-f *^^os^> 

. dcdnCOs{dc^dß^d^ = Ä^-j-ciÄcosy-f^^^^^^'f^^^öS/J. 

. daSßCos{da^dc^dß) = c^-j-ftccosa — c^cos/? — n^cos/, 

(99.) /2. dßdyCos{dß^d„^dy) = rt^ — cöcos/?— öftcosy-fÄ^cosa^ 

!. dy da cos {dy^df,^ da) = b'^ — ab cos/ -^-bccosa — cacosß. 

. (i adb cos {d a^ de 'idf,) == 6*' — iccosa-f cacos/9 — adcos/^ 
(100.) |2. db^y cos (d(,^ da 'idy) = a^ + cacos/l? — riJcosy — i^ccosa^ 

t. <Jy<?a cos ((yy,J^,^a) = Ä^ — /iftcosy — Äccosa-[-Ctfcos/9. 

. ^a^ß^os^^a^dy^dß) = c^ — iccosa — CÄCOs/?-|*^*cosy, 
(101.) \2. dßdc cos {dß^da'id^) = a' — ctfcos/i-foÄcosy — Ä<?cosa, 

L rf,. cT« cos {de , ^6 r ^a) = *^ H" «* cos y — hc cos a — ca cos/9. 

rfa^6COS(rfa,<^y,rf6) + rf3^cCOS(rf^,(y„,rfJ4-rf,.rf^COS(lfo(y^,rfJ 

|2. < rf^ cos(d„,d,,dß) + J^Jy cosCJ^, <^„, Jy) -f <^y rf„ cos((Ty, rf», rfj 

j 3 ^2 I Vit» 

ri02> < — TT^^j — i-ä«-, 

«. In dem Dreieck GAF={dJ^dt) ist rf*-frf^ — 2J,d4C0s(rf.<T,rf«) 
= <?*, also nach (53.0.54.) A*-f-cH2*ccos«+c'-|-«»+2c«icos/?— «i*— ** 
-j-2aÄcos7 = 2</arf6Cos(d„^yrf6) oder c* -f *^ <^°ä " -f ^<* cos /? -f ** «^os y 
= dadi cos {d„djdb)', wie (98. 1.). Nach (§. 15, Ä.) finden sich (98. 2. u. 3.). 

*. In dem Dreieck EBH = (rf„ rf, (J^) ist ^H «^^^ — 2</<. ^ß cos (rf. rf,<J^) 
= rfe% also nach (53. u. 54.) J' + c*-i-26ccoso4-c'+«* — 2caco9/? — a'-6» 
— 2ab cos y = 2 da dß cos (</„ ''c <^^) oder c* -|- Ac cos a — cacosß — oft cos y 
= da^ß cos {dad.Sß)', wie (99. 1.). Nach (§. 15. 0.) finden sich (99. 2.U.3.). 
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c. In dem Dreieck CHE=(d„d,dk) ist dl-\'dl — 2d„d(,co${d^d^4i,) 
= rf», also nach C53. u. 54.) ** -f- c' — 2Ac cos « -f c* -j- a' -f 2cä cos /? - a» — 4» 
— 2ab cos y = 2d„ d^ cos {d„ rf, rfj) oder <j* — bc cos a ^ cacoiß — ah cos ;' 
= <J.rf6C08((y.rf,</ft); wie (100. 1.) Nach (§. 15. B.) finden sich (100. 2. u. 3.). 

rf. In dem Dreieck GDF.=^{,d,J^,$ß) ist (J^-f-^^ — 2<y„<?^cos((t,,(ry,<y^) 
s=rfy, also nach (53. u. 54.) J'-fc' — 2Ac cos « -|- c' -f a* — 2caco8ß — a* — A' 
-f 2aicosy = 2J„d^cos(<Jai ^yi <J/*) oder c* — Accosa — cacosß-^ abcos/ 
=^a<^pC03{^„,dy,Sß); wie (101. 1.). Nach (§.15. Ä.) finden sich (101.*2.u.3.). 

e. Die Ausdrücke (102.) folgen, wie leicht zu sehen, aus (98, 99, 
100, 101 u. 58.). 

f. Die Cosinus der andern beiden Winkel in den Dreiecken GAF, 
EBH, CHE und GDF {a, b, c, d) finden sich schon in den obigen Aus- 
drücken ; z. B. 

co9{dy^dt^d^ aus (99. 3.) und cos{dt,^datSy) aus (100-2.) zu 

cos{d^,dy,db) (98. 1.), 
und so die andern. 

X. 
Es ist far (§. 14. f.) 

!1. />a,rf, = *H*» + 2*i«5COSj, M. ©a,3„=«I-f-*» — 2^*3 008^, 

2. OJ.rf,=«H«H-2*,*iC0sfl, (104.) k 2)J,,^=^4-*?-2«i,#,cosÄ, 
3. I^,d^=»H»'+2»,*,cosC. p. ©!,ay=«?+*|— 2*,#,cosC. 

(105.) I>U + X>U + -^.,«r,+©U + ©'M^+2)la, = 4^*% 

a. Wenn man nemlicb auf iliB = a eine Ebene GG^G^G, die durch 

G bezeichnet werden mag, senkrecht legt, so steht dieselbe auch auf den 

mit AB paraHelen Linien GH:=EF=CD = a senkrecht, und die Linien 

6G^=^ esmß und G^Gi = bsiay, in welchen die Ebene G die Ebenen 

CGHD^=s^ ($-14. A.) und ABCD^=s, schneidet, schlie£sen in G:^ 4len 

Winkel 2q — Ä ein; also ist in dem Dreieck GGyGi die dritte Seite 

(106.) GGl = GGl^G,Gli^2GG,.G,G,cosA 

= c^sin/3'-f*^5^'^?'^T*^^^*"/'sinycos-4. 

Hingegen die Linien GiGi^ c sin ß und G^Gi = bs\ny, in welchen 

die Ebene G die Ebenen ABEF-^s^ (§. 14. A.) und ABCD=^s^ schneidet, 

schliefseo ia ßi den Winkel A ein; also ist in dem Dreiecke G^G^G^ die 

dritte Seite 

(107.) G^Gl = G,G',j-G,Gl-2G,G,.G,G,cosA 

= c^ ?in /i^ -f Ä^ sin;^^ — 2*c sin/? sin ^ cos A. 
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b. Nan ist GG^ (106.) die Höhe des Parallelogfamms ABGH=D^^a^ 
(§. 14. t.) zu dessen Grundlinie AB^=a, und G^G^ (107.) ist die HöAe 
des Parallelpgramms CEFD = T>a,6^ (§. 14. i.) zu dessen Grundlinie CD = ii; 
also sind die Quadrate der Inhalte dieser beiden Parallelogramme: 

(1. Z)a,d„ = a^(c'9in/?*-f Ä^siny^-f 2Äcsin/9sinycos^) und 
^ ^ {2. T>a^9„ = a\cU\nß''\'b^s\nf — 2bcs\nß3inycQsA), 
welches vermöge (66.) 

J2. ©U = sl^^,-2s,s,cosA 
giebt, wie (103. 1. u. 104. 1.). 

c. Die andern Ausdrücke (103. u. 104.) folgen nach (§. 15. JB.), und 
(105.) folgt aus (103. u. 104.) unmittelbar. 

XL 

Es ist för (§.14. A und /.) 

il. 4q>l = «I-|-*2-f-#J — 2^1*3 cos -4 — 2*2*1 cos B — 2*5*2 cos C, 

2. 4(pl == s]'{'sl-\-sl — 2siS^cosA-\'2s2SiC08B^29^S2CosC, 

3. 4(pl = *? -f *2 -f *3 "j~ 2*1*3 cos A — 2*2*1 cos Ä -j- 2*3*2 cos C, 

4. A(pl = *i-f-*2-|-*3-f 2*1*3 ^^5-^+2*2*1 cosÄ — 2*,*2CosC 

(111.) -S'y' = 2s\ das heifsl 9>H <P2 + <pH 9^4 = 'H'H*?- 
(112.) y/i = 91, yf, = 9?,, y/3=ic93, ^4 = 9^. 

Die Flächen 9 sind die vierten Flächen dreieckiger Pyramiden. 
Z. B. 9i = BCE ist die vierte Seitenfläche dcfr dreieckigen Pyramide ABCE, 
deren drei andere Seitenflächen CAB = ^;e^^ CJjEJs=^*2 und EAB=:^8i 

sindi, und welche die Winkel A,B,C einschliefsen. Die vierte Seitenfläche, 
einer dreieckigen Pyramide wird also nach (110.) durch die drei andern und 
durch die Winkel, welche dieselben mit einander machen, auf eine ganz äkn^ 
liehe Weise ausgedrflckt, wie die dritte Seite eines Dreiecks durch ^ie beiden 
andern Seiten und durch den Winkel, welchen sie einschliefsen 

a. Die Fläche des Dreiecks BCE=^(f>^ ist (p^=\BC . EEt=^d^.EE2^ 
wenn EE^ auf CB senkrecht ist. Nun ist ^(CE^ — EE^)'\r.f\EB^ — EE}) 
= CB, das heifst ^{dl — EE^) -{- ^{d} - EE^) = d^ . Daraus folgt dl — EE^ 
^ d\.J^d}-EEl-2d^i(,d}-EEi) oder d}-\^d\-3i^2d^i(,d}-rEEi) 
oder AS\EEi^A(y'^$} — (,d}'\'d] — Slf oder, da (p.^^d^EE^ war, 

(113.) \%(p\ = AÖ),d\-{S'f,^S',-dlf. 

33» 
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b. Hierin die Ausdrücke (54.) gesetzt, giebt 

16yJ = 4(1:^0' — 2m cos /9)(a'-f*' — 2fl* cos y) 

— (2ö'^ — 2ca cos ß — 2ab cos y -f ^^^ ^^^ " A ^^^^ 
4rpl =z c'fl^-f-c'ft* — 2c'Ä*cosy + a* + ii'A^ — 2a'*cosy— 2a*ccos/9 

— 2b^ ca cos ß + 4a' äc cos /i cos y — (0* -f ^^ ^* ^^^^ /3^ -}" ^^ *^ ^^^ y^ -f *^ ^ ^^^ ^^ 

— 2«' ceosß — 2a* ä cos y — 2«^ 6 cos a 4~ 2«^ ftc cos /? cos y -f- 2c^ 0* cos a cos /9 
-f 26*Äk:cosacosy) oder 

4y5 = ö^Ä^siny^-f *^^'^''^^^*f^^^^^''^/^ — 2c^^*(^^sy — cosacos/?) 

— 2a^Ac(cosa — cos/9 cos y) — 2b'^ca(cosß — cosycosa), 

oder zufolge (67.) 

(14.) 4yJ = a'fc'siny' + ÄVsina'+c^a^sin/?" 

— 2c^a6sinasin/icosC— 2a^i(csin/?sinycos^ — 2i^i;asinysinacos£^ 

und dies giebt zufolge (66.) den Ausdruck (110. 1.). Die andern Aus- 
drücke (110.) ergeben sich nach (§.15.), und (111.) folgt unmittelbar aus (110.). 

c. Die Seiten z. B. des Dreiecks tpi = BCE sind denen des Dreiecks 
xp^z=GDF gleich, nSmlich GF==CB = d^, DF=CE = d^ und GD 

= EB = dß^ also sind die Dreiecke einander gleich und es ist folglich 
(fj^^stpi u. s. w.; wie (112.). 

XII. 
Es ist für (§.14. ^.): 

1. esin/^siuil = csin(r,*i) = daSm{da^Si) = i/^ sin (i/^ , O 

= (y«sin((ya,*i) = J'yssinCJ^,«,) 

=^1 sin (-^1,^1) =^2 sin (^2 9*1) =^3 sin (-^3,^1) =J^s\n{J^^Si)^ 

2. ösinysinfi = asin(ii^«2) = rf6sin(rf6,if2) = i/eSin(rfe9*2) 
(115.) { =^ ^ßS\n{iß^S2) =^y3\n(dy^S2) 

=^isin(iyi,#2)=^2sin(^29*a)=^3sin(-^3,^2) =-^4 sin (^4, ^2) 9 

3. 6 sin a sin C = 6 sin (6^ ^ = dcSm(dc^Si) = rf«sin(rf„,*3) 

= (fy sin ((Jy , ^3) = ^a sin (^„ , ^3) 
=-^xSin(z/i,*3)=^/2sin(iy2^*s)=-^3sin(-^3,^3) =JtiS\n(J^^Sy). 

a.^ Denn von allen den Linien c = AE, da = -^6^ df, = .JjP^ 
d^z=CE, dß^BE, J, = AH, J2=^BG, Jj = CF und J^ = ED liegt 
der eine Endpunct in der einen der beiden parallelen Seitenflfichen ABCD 
= EFGH=Si^ der andere in der andern. Daher ist das Product jeder 
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dieser Linien in den Sinus des Winkels, welchen sie mit einer der beiden 
Seitenflächen s^ einschliefst, gleich der senkrechten Entfernung der beiden 
Seitenflächen von einander; and diese Entfernung ist EA.sinEAB.sinA 
=:csin/9sin J. Daraus folgt also (115. 1.). Die andern Ausdrücke (115. 2. 
u. 3.) folgen daraus nach (§• 15.). 

XIII. 
Es ist für C§14. ^0: 

1- 0^,jjm{at,Da,aJ = *,sm^ = ©.,«„ sin (»i , ©,,,J , 

(116.) ^2. />4,rfjSin(*j,Z>4,dj) = ».sin« = SD*,,^ sin (*„ ©j,^^) , 

3. D,,j^ sin (*j , /),,rf J = *j sin C = T>e^^ sin (*j , ©,,*,)• 

a. Denn legt man durch AB = a eine auf ABCD = «i senkrechte 
Ebene E und projicirt auf dieselbe die Ebene ABEF^=^s^^ so ist die Länge 
der parallelogrammalischen Projection = a, und ihre Höhe ist gleich dem senk- 
rechten Abstände der beiden Ebenen ABCD = Si und EEGH=ei von 
einander^ der, wie in (XIL), =csin/?sinil ist: also ist der Flächen-Inhalt 
der Projection =acsin/9sin^ = ^3sin^. 

b. Dieselbe Länge und dieselbe Höhe haben aber auch die parallelo- 
grammalischen Projeclionen der Ebenen ABGH=Da^a^ und CEFD=^Tia,9^ 
auf die Ebene .£?, die durch 2>„,j^sin(*ji,öa,da) ""^ ®a,a« sin (^i,©«^^J ausge- 
drückt werden. Also sind ihre Flächen -Inhalte «3 sin .4 dem der Projection 
von s^ gleich; was (116. 1.) giebt. 

Die andern Ausdrücke (116. 2 u. 3.) ergeben sich nach ($• 15.). 

XIV. 
Der körperliche Inhalt des Parallelepipedums AU ($. 14. ni) wird durch 

1. P = übe sm ß smy %\n A = a&csin^sinasin0 

:= a^c sin a sin /? sin C und 
|2. P = abcl = 

ri171 / fl*C|/(l — cosa^— cos/5^ — cosy^-f 2cosacos/?cosy) (51.) oder 
^^3. P = 2fl*cy[sini(a+/?+y)sini(a+/? — y)sin|(a— /?-fy) 

Xsini(-a+/?+y)] (51.) und 

An— Ah cosi(J+JI+r)cosi(i4+g— C)C0St(g+f^J)C08i(C+ii— H) 

*• ^ ~ — ^«'^ sin^sinifsinC; 

aasgedrückt. 
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a. Es ist P gleich der Fläche ABCD = »^ = ab s\n y (66.), mal- 
tiplicirt mit der senkrechten Höbe e :=cs\nßs\nA (XII.) des Puncts JB^ Aber 
ABCD; also ist P=zahcs\nßs\vkys\T\Ay nnd nach ($. 15.)^=^^9in;^sin€rsin J? 
= a6csinasin/9sinC; wie (117. 1.). 

b. Nach (72.) ist ;i = sln/9sinys!nil; worans (117. 2.) folgt. 

c. (117. 3.) hat den andern Ausdruck von l (51.). 

d. Es ist 

2/(— cosi(i4+g-f-Cjcos^(J+g— C)cos4(g+C— iJ)cos4(C+J— J?)) 
" ^ sin A sin € ^' 

2/(— cosi(^+B+C)co8i(ii+g— C)cog;(g+C— J)cos4(C+J— g)) 

sin B sin A 

Man findet diese AnsdrOcke z. B. in meinem Lehrbuche der Geometrie 
(2. Theil S. 904. 58. u. 59.). Es folgt daraus, wenn man nach (117. 1.) sin /9 sin;' 
mit sin^ und oic muhiplicirt, der Ausdruck (117. 4.) von P. 

XV. 

Die vier Raum ^ Diagonalen schneiden sich in einem und demselben 
Punct M, der sie alle Aaibirt und von je zwei parallelen Seifen/ldcAen des 
Parallelepipedums gleich weit entfernt ist. 

a. Die beiden Raum -Diagonalen AH=^Ji und BG=^J2 sind die 
beiden Diagonalen des Parallelogramms ABGH und halhiren also einander 
in M. Ferner sind AH =^ J^ und CF = J^ die beiden Diagonalen des 
Parallelogramms ACHF, und folglich balbirt der Punct M, in der Mitte von 
AH=Ji, auch CF=A. Endlich sind BG = J2 und ED = J^ die beiden 
Diagonalen des Parallelogramms EGDB: also balbirt der Punct M, in der 
Mitte von BG^^J^^ auch ED=:^J^^ und folglich balbirt ein- und derselbe 
Punct iPf alle vier Raum- Diagonalen. 

b. Dafs M von Je zwei parallelen Seitenflachen des Parallelepipedums 
gleich weit entfernt ist, folgt hieraus unmittelbar. 

XVI. 

Die Ebenen ^^ und rpi (§.14. kw.l') tbeilen die Raum - Diagonal J^ 
durch ihre Durchschnitte mit ihr in drei gleiche Theile. Eben so die Ebenen 
92 and ^^ ^^^ Diagonal ^2, die Ebenen 93 und 1^3 die Diagonal J^ und die 
Ebenen 94 und 1//4 die Diagonal J^. 
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a. Es ist GF mit BC, GD mit BE and DF mit CE im Räume 
parallel: also sind die Ebenen GDF:=^\py und BCE = g>i parallel. 

6. Nun werden die Diagonalen ÄG = HB=^da der Seitenflfichen 
ACGE=:BDHF von den andern Diagonalen CE=zDF=i^ eben dieser 
Seitenflächen in Ni und £#i halhirt. Also ist 

(119.) AN, = N,G=^BL,^L,U, 

und auch dtie Linien BZVi und GLi sind parallel. 

c. Ferner liegen die Linien BNi und GLi in den parallelen Ebenen BCE 
und GDF, und zugleich in der Ebene ABGH, denn iVi und £^x Hegen in 
derselben. Desgleichen liegt AH in der Ebene ABGH. Also schneidet 
AH die Linien IfZVi und GLi in 2V und |L. Nun sind die Dreiecke J/VjiV 
und AGL, so wie HLiL und HNB, ahnlich: folglich ist, wegen (119.)) auch 

(120.) AN = NL = HL, 
und folglich theilen die Ebenen (pi = CEB tund rpi ^=:= GDF die Baumdiagonai 
j^i =i AH durch ihre Durcbscbnitte mit ihr in drei gleiche TAeile. (An 
dies(en Satz hat mich Herr Prof. J. Steiner erinnert.) 

d. Da die Winbel a, ß, y jede beliebige Gröfse haben können, in- 
sofern nicht a-f-^-f ;'>>4(> ist, so gilt Dasselbe, was för die Ecke A Statt 
findet, auch für die Ecken B, C und D, und folglich eben Das, was fflr 
^1, y^i und Ji Statt findet, auch für 9)2, v^,? A^; 9)3, rp^^ Jy und 94, tp^ 
und ^4. 

XVIL 
Es ist fQr (§. 14. n. u. o.) 

(121.) p,=p,=.p,^p, = iP, 

(122.) y,=y, = y3 = flP4 = |P, 

(J23.) :2'/^ = |P, -2"^ = ^^ 

a. Die Pyramide p^ = ABCE hat die Aii/&^ Seiten-FlAche ABC^= ^, 
zur Grundflache und zur Höhe dieselbe senkrechte Höbe des Puncts E Ober 
der Grundfläche, welche, mit der (ganzen Fläche ^1 multiplicirt, den körper- 
lichen Inhalt P des Parallelepipedums glebt. Daher ist /i| = ^P; wie (120.). 
Eben so verbalt es sich mit p^^p^tP^- 

b. Die Grundfläche GDF^tp, der Pyramide q^^AGDF ist der 
Grundfläche BCE=^xp^ gleich (112.). Die beiden Flächen (p^ und \p^ sind 
parallel (XVL a.). Ein Perpendikel aus A auf q>i gezogen, ist also auch 
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•af V^i senkrecht ond eine und dieselbe gerade Linie« Also bildet er mit ANL 
einen glmeken Winkel, nnd folglich verhfilt sich der Perpendikel aus A aaf 
9)1 SU dem aus A auf %pi^ wie AN zu AL, das beirst, wie 1 zu 2 (120.}- 
Demnach ist die Pyramide q^ doppell so grofs als die pi^ und folglich =:\P 
(wie 122.)- Eben so verhalt es sich mit ^3, q^ und ^4. 

c. Die Ausdrücke (123.) folgen unmittelbar aus (121 u. 122.)- 
Es giebt noch mancherlei andere zu bemerkende geometrische Eigen- 
schaften eines Parallelepipedums. Doch mag es an dem Obigen genügen. 

Berlin, im April 1852. 
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14. 

Auszug eines Schreibens des Herrn Dr. Eisenstein 

in Berlin an den Herrn Prof. Rickelot in Königsberg, 

und eines Antwort -Schreibens des Herrn Prof. 

Richelot an den Herrn Dr. Eisenstein, 



• • • • 



I. 

Berlin, den 1. November 1851. 

Ich theile Ihnen ein Curiosum Aber die Abehchen Integrale 
erster Classe mit, das ich bei einer ganz anderen Untersuchung, indem ich 
mich mit den linearen Systemen und ihren Determinanten beschäftigte, gefunden 
habe. Die von mir angestellte Betrachtung ist vielleicht fDr die fernere Theorie 
der ^Wschen Integrale von geringerer Wichtigkeit, jedoch scheint sie mir 
durch die grofse Einfachheit und den ganz elementaren Gesichtspunct bemer- 
kenswerth. 

Jedem Systeme von (n-f l)('^-f 1) C^röfsen: 

^n ^1^ . . . ." 

©2 ^ C^ , 




• • • • 



^n+19 ^«+19 ^n+M 

dessen Determinante von Null verschieden ist, entspricht bekanntlich ein an- 
deres System: 

ßl^ A, ßi, ßn^ll /J_\ 

yi9 y2, ya, — y«+i^ ^^'^' 

welches ich das umgekehrte oder reciproke System von jenem (S") nennen 
will und welches die Eigenschaft hat, dafs durch Auflösung der Gleichungen 

Ä2Wi-f ftaWj-f ^j^'s'i" •••• = "^29 etc. 

Grelle*! Joarnal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 3. 34 



• • • , 



• • • • 
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rückwärts : 

gefuiiden wird. Die Beziehangen solcher swei Systeme zu einander sind be- 
kanntlich in folgenden Gleichungen aasgesprochen: 

oder kflrzer: 

Xactssl) ferner JEaß^=0^ Je6a = 0, -26/?=!, o« g. w., 
nflmlich Jede Summe dieser Art wird =1 oder =0, Je nachdem die latei- 
nischen Buchstaben mit entsprechenden oder mit nicht entsprechenden griechi- 
schen Buchstaben multiplicirt erscheinen; auf diesen Relationen, welche unter 
dem Namen der gewöhnlichen Determinanten -Eigenschaften bekannt sind, be- 
ruht alles folgende. Setzt man nflmlich: 

,, = .,+t,xv.+»,^.y("-^)+^>^-/ ("'"iT~" )+ 

wobei fi irgend eine der ganzen Zahlen 1, 2, 3 bis n-fl bedeuten kann, 
wfihrend x und i irgend zwei Variabein vorstellen, deren Potenzen in den 
Functionen p resp. IB aufser mit den CoSfficienten obiger Systeme noch mit 
den Quadratwurzeln der zum Exponenten n gehörigen Binomialcoöfficienten 
multiplicirt sind: und bildet man dann die Summe der Producte 2p(ß, nfim- 

lich ;^i®i +1^2^24- />3®3-f*'*"f/''»+i®'«+M so fallen wegen der obigen Rela- 
tionen (-2*0/9 = 0, -rJa = 0, Suy^Q^ Sby = 0^ etc.) alle diejenigen 
Glieder heraus, in denen die Exponenten von x und f verschieden sind , und 
man erhfilt wegen der. Binomialcoöfficienten die nte Potenz von 1 -f-d?^> also 
Spün = (1 -j- ^1)"- Dieser algebraische Satz, aus dem meine fernere Betrachtung 
hervorgegangen ist, und der auch eigentlich weiter nichts ist, als eine Zusammen- 
fassung der Determinanten -Eigenschaften, Iflfst sich in Worten so aussprechen: 
^Multiplicirt man die Horizontalreihen eines Systems von (n-\-\){n'\-\) 
^Gröfsen mit den aufeinanderfolgenden Potenzen von x (nflmlich 1, x, x^, ^> •• 
^und mit den Quadratwurzeln aus den Binomialcoöfficienten exponentis n, des- 
j^leichen die Yerticalreihen des umgekehrten Systems mit den Potenzen von | 
^und denselben Quadratwurzeln der Binomlalcoöfficienten , endlich die so ans 
^den Horizontalreihen des ursprOnglichen Systems erhaltenen ganzen Functionen 
^von X mit resp. den aus den Yerticalreihen des umgekehrten Systems er- 
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„baltenen ganzen Functionen von S, so wird die Summe dieser n^i Prodncte 
9,i^f(^)g>{S)') eine vollsUUidige Potenz ) nAmlich die nie Potenz von l-j-^l*^ 

Man könnte den Sati noch allgemeiner dahin anssprechen, dafs, wenn 
man statt der Binomialcofifficienten beliebige andere Gröfsen nimmt, wahrend 
alles Uebrige nnverflndert bleibt, zwar nicht eine Potenz von i'\'XS, aber 
doch eine blofse Function des Productes xS erhalten wird. 

Um nun auf den Zusammenhang mit der Transformation der Jö^/schen 
Integrale Oberzugehen , beschrinke ich obige Betrachtung auf den Fall n =: 2, 
in welchem die vollständige Potenz von l-f^xl, von der so eben die Rede 
war, ein Quadrat wird. Man hat also in diesem Falle neun Gröfsen: 

»19 *M ^l) («19 «29 «sl 

1I29 ^29 ^2/ ond neun andere }ßx^ ß2^ ßy) , 

i%9 *S9 ^») (/m yi9 yj) 

nflmlich das umgekehrte System von jenem, von der Art, dafs, wenn man 

und 

©,=«, + |/3./9,f+y,r> ®2 = «2 + !^2.ÄI+y,|^, fl>3=«3 + /2.Äf + ^1' 
setzt, dann folgende identische Gleichung stattfindet: 

00 ;>iOi+/'2»2+/^3»3 = (1+^?)*. 
In dieser Gleichung kann man x und S als zwei von einander unabhängige 
Variabein annehmen. Ich zerffelle sie in zwei andere, indem ich 

(2.) ;^i»i+;»2®, = 
setze, wodurch dann von selbst 

(3.) p,m, = {i + xSr 
wird. In Folge dieser Annahme sind nun x und S nicht mehr von einander 
unabhängig, sondern es ist x als Function von S oder umgekehrt gesetzt, 
deren Zusammenhang eben durch die Gleichung (3.) oder durch (3.), welches 
nur eine andere Form von (2.) ist, ausgedrfickt wird. Aus (2.) und (3.) 
ergiebt sich nun gerade die für die Transformation der Abelachen Integrale 
wichtige Folgerung , dafs i^PiP^Pii iu )/(®i^^3) rational ausgedrfickt werden 
kann, indem i/(;^ia^i) = |^(— />2Ö>2)9 i{Pi^i)='^'\r^^» woraus leicht 

geschlossen wird. 

Man kann also hier die Quadratwurzel aus einer Function 6ten 
Grades von x, nämlich piPiPz^ raHonat auf die Quadratwurzel aus einer 

34» 
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analogen Function m^m^üi^ von ^ zurückführen, and Sie werden wissen, 
dafs bei der Transformation der Integrale das schwierigste und Haupt - Gescliafk 
darin besteht, die algebraischen Irrationalitäten durch einander auszudrücken, 
wfihrend die Vergleichung der Differentiale sich dann gewissermafsen schon 
von selbst macht. Um die letztere vorzunehmen, genOgt es in der That, die 
vorgelegte quadratische Gleichung zwischen x und §, ir{x,S) = 0^ welche 
sich in der Form Pi©i-f /'2"^2 = oder in der Form (l-farö*— /^2Ö>2 = 
darstellen lafst, zu differentiiren, und aus der abgeleiteten Gleichung 

das Differential dx in das Differential d^ auszudrücken. Ohne weitere Rech- 
nung sieht man dann ein, dafs sich der Differential- Ausdruck -77 r in das 

Product aus t, — - — r "od einen andern Factor umformen Iflfst, der x und | 

beide rational enthält, und dafs, wenn man statt x seine beiden Werthe setzt, 
welche Wurzeln der quadratischen Gleichnng F{x, |) = und beide Functio- 

neu von ^ sind, dann die Summe ^-77 r, welche sich auf diese beiden 

y\PiPtP%) 

Werthe von x erstreckt, = , ^ ^ > wird, multiplicirt mit einem Factor, der 

§ allein rational enthält, da ja die auf der rechten Seite der Gleichung auf- 
tretende symmetrische rationale Function der beiden Werthe von x wiederum 
in eine rationale Function von S allein umgesetzt werden kann. Ihnen genfigt 
gewifs diese Andeutung, alles Übrige allein zu finden; auch werden Sie bemer- 
ken, dafs hier derselbe Gedanke zu Grunde liegt, welcher Abel bei der Addi- 
tion und Multiplication geleitet hat, nur hier auf die Transformation übertragen« 
Jedoch will ich noch in Kürze angeben, wie ich die Rechnung selbst auf die 
einfachste Weise geführt habe. 

Setzt man, wie oben, PiG>i'{'^2^i = P(^ß S)^ so ist auch 

F{x,S) = S^-p^m,, 

wo & von jetzt ab den Ausdruck l-f-^^ bedeuten soll. Durch Differentia- 
tion nach f kommt 

und wegen Pi= — kann man diesem Resultate die Form 



F'd, = ±(2».(|)-*o;) 
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geben. Der Ausdruck — 2 0^3(5?) 4" ^^y = ~ 2 a? CD, -|- (1 -f- a? 1) ©J werde 

durch oder 0(a?^f) bezeichnet, so dafs demnach jP'(^)= 9 erhal- 

ten wird. Aus F'(x)dx'\'F'(S)dS=^0 ergiebt sich dann: 

and wegen y'(f»i;»j;»s) = /(— ®i®afl>3)*f^: 



Nun sei 

/;, == (x — r){x — s)^ 

und man multiplicire die eben erhaltene Gleichung rechts und links mit x — s; 
dann kommt: 

(x — s) da: __ 9§ g, ^ 

und wenn man jetzt über die beiden Werthe von x, die der quadratischen 

Gleichung 

Pi^i'\'P2^2 = oder 
F{x) = 

genügen, summirt: 

^{x—s)dx ö| ©.^ ® 



ViPiPtPz) y{— »i®.»») F'(jr)(jr— r) 

Die Function ist in Bezug auf x vom ersten Grade, während F(x) 
vom zweiten Grade ist, also ergiebt sich nach der Theorie der Zerfällnng in 
Partialbrfiche : 

v__®__ _ ^(^-.g) 

^F'(x){x-r) — F(r,t)\ 

wofflr man auch — .\^^ setzen kann, indem 11., also der Theil t^.©. in 

jP(a7^ I) = ;^^ ©jL ^ ;ei2 ^2 fflr x = r verschwindet; man erhfilt also, da ©3 sich 
aus Zähler und Nenner forthebt, schliefslich : 

^ "^ ViPiPtP$) Pt(r).y(— »t»i«^»)* 

Der Formel (4.) analog erhält man noch , entweder durch Vertauschung 
von r und s, oder durch ein dem bisherigen ähnliches Verfahren: 

rs") ^ ix'-r)ax _ 9(s,S)d^ 
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hierbei sind PsC^) und f^sC^) zwei Constanten, oflmlich dieWerdie von p2 f&r 
x = r und x = s, während, um es zn wiederholen, r und o die beiden Wor- 
zeln von Pi = sind, nnd allgemein 

gesetzt ist. 

Um einzusehen , dafs die beiden ffir die Transformation der ersten Gat- 
tung nöthigen und hinreichenden Formeln (4.) nnd (5.) wirklich auch rechter 
Hand nur die Differentiale von Abehchen Integralen erster Gattung enthalten, 
ist zu beweisen, dafs die Function 0, welche den Zähler der rechten Seite 
ausmacht, wenn r statt x gesetzt wird, nicht allein in Bezug auf x^ sondern 
auch in Bezug auf § vom ersten, obwohl scheinbar vom zweiten Grade ist. 
Man erkennt dies am leichtesten, wenn man das Froduct ^.0 in der Form 

schreibt, welches dann nicht vom dritten, sondern nur vom zweiten Grade ist, 
indem allgemein in einem Ausdruck wie uv' — w^ die höchsten Glieder sich 
aufheben; die vollstflndige Ausrechnung ergiebt: 

0(xj) = ß,^'2.{i-x§)'\'2r,§-2a,xf 
und hierzu sind noch die Formeln zu bemerken: 

^(rß§)0(r,§) = /r2(r)f®2lD; — cöa®;), so wie 

&(sJ)e{s,S) = ;>2(*)(®2®i — öJ3®i). 
Was die dritte Gattung betrifft, die man auch allein betrachten kann, 
da aus ihr die übrigen durch Entwicklung nach dem Parameter hervorgehen,^ 
so multiplicire ich die Gleichung, welche oben vor dem Summiren nach x 

mit j7— # = — £l. multiplicirt wurde, statt dessen allgemeiner mit ^, , wo 
k ein beliebiger Parameter ist, summire dann nnd erhalte: 

{s—k)V{p,p^P,) /(—»,».».)' F^(x){x—k) V(—^,ns,mj *F(*1)' 

nach der Theorie der ZerfflUung in Partialbrflche. Nach derselben Theorie 
kann man wiederum, wenn x und x die Wurzeln der Gleichung 

F{k, §) = oder F(k, ;?) = 

bezeichnen, den Bruch pjj^ in Partialbrflcbe mit den Nennern S — x und 

{ — X zerfAllen und erhfilt so: 

ix—k)y(p,p^p,) i^(— WiW.w,) \P{k,x)(i—9c)'^F'{k,x){i—x)) 
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Zar ferneren Vereinfacbang dieser Formel dient die Bemerkung, dafe, was 
oben für die zusammengehörigen Wertbe x und S bewiesen ist, auch für k 

und X gilt, dafs also, so wie oben, ^^^^^ ^^ = — ^^^^^^ ^^^' ^^ gefunden 

dFlk x) * 

wurde, so auch — s ^ ^^^ ^^ ^^^^ °^^' ^\^9 ^) bezeichnet wurde. 

», (X) ♦ 

g(*, «) _ «.(*) _ — g.(x) 

F»(*, X) ~ ^{»,x) ~ l+*x 

werden mufs, wofOr man auch, wegen 

den Aasdrnck — -77 — "^ , tt = — l/-^7rr seilen kann. Man erhfilt so end- 
lieb die elegante Formel fflr die dritte Gattung 



C60 



(x— *)•(/?, p,p,) 



Die neuen Parameter x hflngen merkwürdiger Weise mit dem alten k 
durch dieselbe Gleichung , wie § mit x zusammen , wie dies bei der Transfor- 
mation der elliptischen Integrale bekanntlich auch der Fall ist. Was die Form 
betrifft, in der ich die dritte Gattung aufgestellt habe, nämlich mit einem Zahler 
zweiten Grades, statt dafs man sonst eine Constante zum Zähler nimmt, so 
involvirt diese Form allerdings die erste Gattung, und hat man bei dieser 
Darstellung fQr die dritte Gattung, aufser der vollkommenen Symmetrie auf 
beiden Seiten, auch noch den Vortheil, dafs aus der Formel: 



(6'0 ^(^(»)).^/j,-j^^ 



) 



= T/(eg»(x)) / . "«^^ +^(ö,,('))./l__J!!i3| 

oder ans der gleich bedeatenden 



sofort die beiden für die erste Gattung erbalten werden können, wenn man 
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den Parameter k so wählt, dafs x — k in p^ aufgeht, also wenn man kr=ir 

oder k=^s setzt; dann werden die neuen Parameter tc und x von selbst die 
Werthe von Sj fOr welche u), = ist, und welche ich mit q und er bezeichne, 
indem sich die Gleichung /?i cö^ -f /?2 ö>2 = für />i=0 auf p2Gf2 = oder 

1 u 

blofs auf ö:?2 = reducirt; dann gehen also die Nenner rechts § — x und § — x, 
nämlich | — q und § — a beide in ei>2 auf, und in den so entstehenden Formeln 

J {x—r)^{py p^p;) \\rq J ($— ß)y(— »1©,»,) "* l + ra y (|— tf)i/(— o,®,»,) ' 
r p,dx _^ P3(g) r ^M I ci3((r) /l__»tö|___ 

sind nur Integrale erster Gattung enthalten. Die constanten Factoren der 
Integrale können auch conform der (6'.) dargestellt werden, indem ja (l-j-^^)^ 
= /'3^39 wenn x einen der Werthe r oder s, und § zugleich einen der 
Werthe q oder a erhält; mit BerOcksichtigung der zusammengehörigen Zeichen 
der Quadratwurzeln erhält man hiernach: 

= v(°'.(>)) /i-,);i%.^,.) +A'».(»)) y;i_,);;i!i...,.) .»* 



^(p'(')y ¥,.-:yt,,,. 



) 



Ich fibergehe einige Bemerkungen betreffend die wiederholte Anwen- 
dung mehrerer solcher Transformationen, bei denen die Function I0|02®3 auf 
verschiedene Arten in das Product dreier Factoren zweiten Grades za zer- 
fallen sein wird, so wie die reciproke Transformation, bei der § als Function 
von X zu betrachten ist. 

^Das Hauptresultat dieser Auseinandersetzungen besteht, um es kurz 
„auszudrachen, darin, dafs solche Abetsche Integrale durch algebraische Trans- 
^formation zusammenhängen, bei denen die eine Quadratwurzel (in x') eben 
„so von den Horizontalreihen der CoSfficienten eines linearen Systems dritter 
„Ordnung abhängt, wie die andere Quadratwurzel (in |) von den Vertical- 
„reihen der Coöfficienten des reciproken Systems, dafs nämlich, wenn die 
„Quadratwurzel in den zu transformirendeo Integralen sich auf 

»(«i + *ia?i^2 + C20(tf2 + *2J?l/2 + C2a?^)(a3 + Ä3j?)/2 + C3;r^) 
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„bezieht, die in dem transformirten Integral die Function 

„entbfilt, wobei 

„ aj, fti, cA X A, A, /9j = 0, 1, 

(«j» *3, Cj) irit Tii Ts] (0,0,1 
ifist, und dafs die algebraische Transformationsgleicbnng in separirler Form: 

a,+b,xV2+e,x* , «,+Äg/2+y.r _ « 
" a,+b,xV2+e,x*'T' «.+ÄI/2+yJ« — "' 

„die Gleichung zwischen den Parantetern 

a,+b,kV2 + c,k\ ■ «. + Axy2.Ky.«* _ 

»Wird •)." 

Mit dem Wunsche, Sie mögen dieses Schreiben einer freundlichen 
Antwort wflrdigen, erlaube mir zu zeichnen etc. 

G. Eis0nstnn. 



II. 

Königsberg, den 21. Nofember 1851. 

Ihr freundliches Schreiben vom 1. Nov. bat mich sehr erfreut, und die 
darin mitgetbeilte Entwickelnng mein Interesse in hohem Grade in Anspruch 
genommen. Der Zusammenhang der Transformationsgleichung zweiter Ordnung 
des ^6^/schen Integrals erster Classe^ mit den Coöfflcienten sweier linearer 
reciproker Gleichungssysteme ist neu, und daher, auch abgesehen von der wei- 
tern Entwickelung, deren Analogie mit der ^iWschen Methode mir zwar bekannt, 
aber in dieser Form mit allgemeinen CoSfficienten der Substitution sehr interes- 
sant ist, Grund genug die Sache sofort zu veröffentlichen. Was das Theorem 
seihst betrifft, so bitte ich Sie, meine alte Abhandlung Seite 18 aufzuschlagen, 



*) Den obigen ähnliche Betraditongen lassen sich an eine Relation von der Form 
Fi*i 4*^1^1 "h/'i^s 4*^4^4^ anknüpfen, wenn man sie in die beiden Pi^i-^Pt^^s^O 
und PtCV, 4*^4^4 =^ ^ zerAIIt; die Functionen p sind hier vom dritten Grade, doch ist ihr 
Product PiPtp^Pi nicht die allgemeinste Function 12ten Grades, da, wenn j^ne Relation 
möglich sein soll, die Determinante der 16 Co&fOcienten verschwinden mufs; die CoöfB- 
denten der w werden hierbei die sogenannten kleinen Determinanten. 
Mai 1852. 
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and das Theorem unten nicht nur, sondern auch die Gl. 14. u. 15. anzusehen, 
um sich zu Qberzeugen, dafs es mit dem Ihrigen abereinslimmt. Denn Ihr 
Product PiPiPz läfsl sich, wie ich vorher gezeigt, auf die Form 

(1 — r^)(l— aV)(l — rr)(l — w) 
bringen, und die Transformationsformel: 



ji 



U m-^-nl+pi* 



^ — V — m,i-n,t+p,V' 



wodurch ich das Integral: 

J y(l— v*)(l— a»v»)(l— r<?)(l— «ü) ^ 
auf die Summe zweier ähnlichen Integrale, unter deren Wurzel der Ausdruck 

steht, bringe, Iflfst sich wohl als nicht verschieden von der Formel 

1— t;« _ V—ü 

ansehn, welche mit Ihrer Formel übereinkommt. 

Die bei jener Arbeit zu öberwindenden Schwierigkeiten bezogen sich 
vor allem auf die Grenzen, und den zur Berechnung des Integrals anzu- 
wendenden Algorithmus. Ich verfolgte daher damals weniger das zum Grunde 
liegende algebraische Princip. In mehreren bis jetzt nicht edirten Arbeiten, 
namentlich Ober die Umformung derjenigen Fälle, worin die von Ihnen durch 
P\\ Pi^ Vi bezeichneten Gröfsen nicht alle drei in Reelle lineare Factoren zer- 
legbar sind^ in die Normalform, so wie namentlich in einer gröfsern Ober die 
Transformation der Summe zweier ^6^/schen Integrale ersten Grades mit von 
einander unabhängigen Grenzen in eine ähnliche, bin ich veranlafst gewesen, 
das algebraische Princip weiter zu verfolgen, jedoch nicht bis zu Ihrer Quelle 
gelangt. Da die Herausgabe beider Arbeiten, wenn sie ganz ordentlich und 
vollständig werden sollen, zeitraubend ist, so habe ich sie noch qicht aus- 
fOhren können. 

Wenn Sie eine Abschrift des mathematischen Theils Ihres geehrten 
Schreibens besitzen, so würde ich der Ansicht sein, dafs Sie dieselbe sofort 
an Crelle, als ein Schreiben an mich, zum Druck geben, wodurch zugleich 
die Erklärung sich von selbst ergiebt, weshalb der Gegenstand nicht weiter 
ausgeführt ist. In diesem Falle würden sie es vielleicht geeignet finden, einen 
Auszug aus meiner Antwort in Crelle' s Journal folgen zu lassen, und hier- 
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fOr setze ich noch eine einfache Bemerkung her. die dann eine gute Stelle 
finden würde. Sie bezieht sich auf das Fundamentaltheorem der elliptischen 
Transcendente Qu, für vier Argumente, oder vielmehr auf die Ableitung des- 
selben aus dem Eulersc\ien Additionslheoreme. 

Nach einer Anmerkung, welche ich im 36tcn Bande des Cr^//^scben 
Journals gemacht habe, bleibt der Ausdruck 

^ ^ (1 — h sin am u^ sin am t<,) (1 -f- i!g sin am u^ sin am u^) 
^ '^ (1-f J^sinamM| sinamfi,)(l — A* sin am t«, sin am m^) 

ungeandert^ wenn man statt der vier Argumente 

tli, tl^, fij, t/4, 

respective f/i, I/29 f^s, V\ 
selzt, welche letztere aus den Gleichungen 
(/i.) tii+tt2=üi-f üj, u^—u,= U^~U^, u,—U2=Uy'\-U,, fi3-f ti4=l7i— f/j 

folgen. Ich habe mich dabei der, aus der 7ten Formel des §. 18« der JPVfu- 
äofnente hervorgehenden Formel 

4 . . . (1 — isin*am4(w+t;))(l + Arsin*am4(M — w)) 

1— Arsmamfismamt? =r -^^ — 3 — l« » t 7/ 1 . - « — . , ; — — 

i — A'sin'am-((ti-}-ir)sm'am|(u — v) 

bedient, welche ich auch hier anwenden will. 

Addirt man den obigen Ausdruck (a.) zu 1, benutzt die eben erwähnte 
Formel zur Umformung des Nenners, auf welchen diese Summe gebracht wird, 
und bedenkt, dafs das dabei vorkommende Prodnct 

(l-f-Äsin'am^(fi, + ii2))(l — Arsin'ami(t/i — tl2))(l-/rsin'amt(W3+«'4))• 
(l -f A: sin^ am ^ (t/3 — ti*)) 

durch Substitution der Argumente Ui, f/^, 1/3, U4 der vier Gleichungen (/?.) 
halber ungeändert bleibt, so folgt daraus, dafs auch das Prodnct der drei 

Factoren 

1(1 — /r* sin am tii sin am ti, sin am u^ sin am t/«)* 
(1 — Ä^ sin* am ^ (1/4 -j- ^) siß^ am ^ (t#i — ti,)) • 
(1— Ä^sin^am i(w3-f ti4)sln'am |(W3 — 1/4)) 

sich derselben Eigenschaft erfreut. 

Aus der Definition der Function ßu 

JU 

0u fzudu 
= e^ 



60 



u E 

worin Zu = EBmu j^ gesetzt ist, leitet man direct die Grundgleichung 

35» 
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derselben für zwei Argamente aaf folgende Art ab. Wenn man in die aof 
dem JEffti/^rschen Fundamentaitheorem der 2ten Gattung folgende Gieichong 
des %. 49. der Fundamente 

^ 1 — ir%vcras\trq> 

die Wertbe 

a = ama^ y±s=;amti^ c;=am(t£-|-ii), ^ = am(ti — ö) 
snrflcliselzt, so erhfilt man nach Einfflhrang der Function Z folgende Gleichung 

2Zu — Ziu+a) — Z{u-a) = A^sin^ama , ,. . .^"^ . , , 

deren Integration nach u, von tf = an ausgefQhrt, nach Einfflhrung der 
Function die bekannte Gleichung 

1— Ar sm* am II sin^ am II = - ^ /^ .\,^ ' 

liefert. 

Mit Hfllfe derselben gehen die beiden letztern Factoren des Products (J.) 
respective in folgende Ausdrücke Aber: 

GH^eu^eoeo 

©w,©w^O©0 



aus deren Substitution in dasselbe Product, da der dadurch entstehende Nenner 

durch Substitution der Argumente I7|, etc. wieder ungeändert bleibt , sich 
ergiebt, dafs das ProducI 

(1 — k^ sin am tri sin am tij sin am u^ sin am tr«) 0tix 6u2 Ou^ Ou^ 

dieselbe Eigenschaft besitzt, oder, nach Einführung der Function 

Hu = }/A:sinamti.0u^ 

dafs die gesachte Gleichung besteht: 

0Ui 0U2 Ouj ©«4 — Hu^Hu^Hu^Hu^ 

= eu.eü^eu^eü^—HU.HU^HU^HU^. 

Man kann wohl auch diese Fundamentalgleichung der Function direct durch 

eine Integration finden. 

Etc. 

F. RicAelot. 
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15. 

Kurze Ableitung des Le^endreachen Satzes über 
die Reduction der Berechnung eines sphärischen 

auf die eines ebenen Dreiecks. 

(Von Herrn A, Winkler , Ingenieur -Practicanten zu Carlsrahe.) 



JLIer von Legendre im Jahr 1787 aufgestellte Satz, dafs die Be- 
rechnung eines sphärischen Dreiecks mit kleinen Seilen durch Verminderung 
jedes seiner Winkel am den dritten Theii des sphärischen Excesses auf die 
Berechnung eines ebenen Dreieck, welches dieselben Seiten hat wie das 
sphärische, zurflckgefOhrt werden kann, ist von seinem Entdecker (JH. s. die 
Note III. von Legendre in Delambre's Methodes analyt. pour la determ. 
d^un arc du meridien) nicht ganz direct hergeleitet worden. Die mir be- 
kannten sonstigen Herleitungen enthalten mehrere Reihen -Entwickelungen, 
und sind ziemlich weitlfluftig. 

Die nachstehende Ableitung ergiebt sich aus zwei bekannten, einander 
analogen Formeln der sphärischen und ebenen Trigonometrie, und erfordert 
nur die Entwickelung des Sinus nach Potenzen des Bogens. 

Es seien nAmlich a, b, c die Seiten (welche hier als kleine Gröfsen 
erster Ordnung betrachtet werden sollen) und A^ B, C die ihnen gegenflber- 
stehenden Winkel eines sphärischen Dreiecks. Ein ebenes Dreieck habe die- 
selben Seiten a, h, e wie das sphärische; Ay^ B^^ Cy seien die ihnen gegen- 
Oberstehenden Winkel. 

Die zwei erwähnten Formeln sind: 

* ■ r \8mi(a4-*+c)sini(-— o + A-fc)/ 



-«i^. = / ((i;V+-;,n+He, ) 



Die erste derselben geht, nachdem die Sinusse in Reihen entwickelt, 
die gemeinschaftlichen Factoren herausgezogen und die Multiplicationen unter 
Weglassung der Glieder vierter und höherer Ordnungen ausgefflhrl worden 
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sind, in die folgende Aber: 

inn^XA — J( (a+b-c)(a-b + c) \ // <-V^(a^+ft'+c«-2ftch 
wngt^ — \\^a+b+c)(—a+b+c)Jl\i—^^{a*+ö*+c^+2bc)J 

Setzt man nan ffir den ersten Factor tang^Jii und entwickelt den 
Bruch unter der Wurzel des. zweiten Factors in eine Reihe, von welcher 
man nur die Glieder bis zur vierten Ordnung excl. beibehfllt, so findet man: 

lang^Ji = langiiliy(l-f i6c), 
oder, genau, bis auf Gröfsen vierter Ordnung: 

tang^A — lBng^A^ = ibcAangj^Ar, 
welche Gleichung sich auch so schreiben läfst: 

s\n^{A — Ai) = ^*^bc sin ^AiCOSJ^A. 
Da diesemnach sin|(^ — Ai) eine Gröfse zweiter Ordnung ist, so hat 
die Verwechselung des Sinus mit seinem Bogen einen Unterschied erst von 
der sechsten und die Verwechselung von cos^^ mit cos^Jii einen Unter- 
schied erst von der vierten Ordnung zur Folge. Es ist also, bis auf Gröfsen 
vierter Ordnung genau: 

A — Ai = ^*ibcsinAi. 
Der Factor ^bc sin Ai drOckt den Inhalt des ebenen Dreiecks aus, 
welcher ebenfalls bis auf Gröfsen vierter Ordnung dem spbfirischen Excess 
gleich ist. Bezeichnet man diesen durch E^ so erhält man 

A-A, = iE 

C- C, = iE; 
welche Gleichangen selbst dann bis auf Gröfsen vierter Ordnung genau sind, 
wenn man den sphärischen Excess ans dem Inhalt des ebenen Dreiedis sucht. 
Im October 1848. 
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16. 

Lehrs&tze. 

(Von Herrn Professor J. Steiner zo Berlin.) 



1 • ä) y) WW erden einem vollständigen Vierseit irgend zwei Kegel^ 
schnitte angeschrieben, so liegen die acht Puncte, in welchen sie die 
Seilen berühren, allemal in irgend einem dritten Kegelschnitte.'^ 

Und umgekehrt: 

b') y,Legt man durch die vier Berühr ungspuncte eines dem Vier-- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitts einen beliebigen andern Kegelschnitt, 
so schneidet dieser die Seiten in vier solchen neuen Puncten, in welchen 
dieselben allemal von irgend einem dritten Kegelschnitte berührt werden 
können.^' 

Ferner : 

c) y^Die gegenseitigen vier Schnittpuncte Je zweier, demselben Vier'- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte liegen mit jedem der drei Paar Gegen^^ 
Ecken des Vierseits zusammen in einem Kegelschnitte.^'* 

Und ferner: 

i/) y^Von den acht Berührungspuncten je zweier, demselben Vier seil 
eingeschriebenen Kegelschnitte liegen zwölf mal vier mit irgend zwei der 
vier gegenseitigen Schnitte der letztern zusammen in einem neuen Kegel^ 
schnitte. Die dadurch bestimmten neuen zwölf Kegelschnitte ordnen sich 
in sechs Paare, welche einander doppelt berüliren; nämlich durch je zwm 
der genannten jvier Schnitte gehen zwei neue Kegelschnitte, die sich in 
denselben berühren.^' 

Analoge Eigenschaften finden in RQcksicht des vollstfindigen Vierecks statt. 

2. yJBeim vollständigen Viereck im Kreise haben die Rechtecke 
unter den drei Paar Perpendikeln, welche aus irgend einem Puncte des 
Kreises auf Se drei Paar Gegenseiten des Vierecks gefällt werden, 

jedesmal gleichen Inhalt.'' 

3. a) y^JVerden einem Dreiseil ABC irgend vier Kegelschnitte 
eingeschrieben, so haben je zwei derselben (aufser den drei Seiten des 
Dreiseits) noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente T; was zusammen 
sechs T giebt; diese sechs T schneiden jede der drei Seiten A, B und C in 
sechs solchen Puncten, welche Involution bilden." (Nämlich die Tangente 
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je zweier Kegelschnitte nnd die Tangente der jedesmaligen beiden andern, 
geben je ein Paar conjagirte Pancte.) 

6) yyWenn irgend vier Kegelschnitte einen Brennpuncl wid eine 
Tangente A gemein haben , so haben sie, zu zwei und zwei, noch sechs 
Tangenten T gemein, welche Jene Tangente A in sechs Involutions-- 
puncten schneiden.'*^ 

4. y^Haben vier Parabeln den Brennpunct gemein, so haben Je zwei 
derselben nur eine gemeinschaftliche Tangente T (aufser der unendlich 
entfernten); was zusammen sechs T giebt. Die aus irgend einem Puncte p 
auf diese sechs T gefällten Perpendikel (so wie auch die durch p den 
sechs T parallel gezogenen Geraden) bilden Jedesmal Involution.^'' 

b. a) jfSind in einer Ebene eine Parabel P^ und irgend ein System 

confrcater Kegelschnitte C^ in fester Lage gegeben, so hat dieP^ mit Jedem 

C* vier Tangenten gemein, von welchen P^ in Je vier Puncten a, b, c und d 

berührt wird. Das Product der aus dem Brennpunct der Parabel nach den 

Je vier Berührungspuncten gezogenen Leitstrahlen ist constant, also 

fa.fb.fc.fd = constant.^'' 

Wird die Parabel von den aus den gemeinschafllichen Brennpnncten 
der Kegelschnitte C^ an sie gezogenen zwei Paar Tangenten in den Pnncten 
Ol, dl, Ci und dl berflbrt, so hat insbesondere auch das Prodnct 

faißifci.fd^ 
denselben constanten Werth. 

6) „ Wird die Parabel, in derselben Ebene, um ihren festbleibenden 
Brennpunct f beliebig herumbewegt , wobei sich die durch Jeden Kegeln- 
schnitt C^ bedingten vier Berührungspuncte a, b, c, d ändern, so behält 
das Product 

fa.fb.fc.fd 

für alle Kegelschnitte C^ denselben constanten Werth.^^ 

Und ferner: 

c) fyFür Jede beliebige andere arabel, welche nur denselben Brenn-' 
punct f hat, behält das genannte Product den nämlichen constanten WertkJ'* 

J) yyDie angegebenen Eigenschaften (a, b, c) bleiben analogerweiee 
bestehen, wenn an die Stelle der confocalen Kegelschnitte (P ein System 
concentrischer Kreise tritt.'"'' 

Berlin, im Mai 1852. 
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IT. 

Eiinige Bemerkungen zum Eulerschen Additions- 
theorem der elliptischen Integrale. 

(Vom dem Herrn Dr. Richclot, Prof. ord. an der Universllal 2u Königsberg in Pr.) 



JtLuler bat bekanntlicb das Additionstbeorem der elliptiscben Integrale 
auf indirectem Wege, nSmlich dadurch gefunden, dafs er eine symmetriscbe 
ganse rationale Gleicbung zweiten Grades zwiscben zwei Variabein differentiirt 
und das Resultat auf die Form 



bringt, wo der KOrze wegen 

fy = J + 2i?y + C/ + 2Z>>^-f-JB/ 
gesetzt ist. Da die genannte endlicbe Gleichung sechs und die gefundene 
Differentialgleichung nur fünf von einander unabhängige Constanten enthält, 
so erkennt l?ti/^r in der erstem eine vollständige Integralgleichung, und stellt 
nun eine kunstreiche Rechnung an, um die ersten sechs Cofifficienten durch 
die fflnf letztern und eine sechste Constante auszudrücken, welche dann die 
willkfiriiche Constante der Integralgleichung ist. 

In der später von Lagrange gefundenen directen Integration der 
nämlichen separirten Differentialgleichung erscheint die Integralgleichung in der 
Form, dafs die willkfiriiche Constante abgesondert ist, oder, wie man jetzt zu 
sagen pflegt, als Integral derselben Differentialgleichung. 

Obgleich Euter in der Folge dieses Integral, dessen Ableitung von 
Lagrang'e er so ungemein bewundert, dazu benutzt hat, die obenerwähnte 
Bestimmung der sechs Coefficienten auf eine andere Weise auszuführen und 
dann auf diesem Wege seinen Zusammenhang mit der oben erwähnten Inte- 
gralgleichung nachzuweisen, so wQfste ich doch nicht, dafs man Dasselbe ohne 
weitläuftige Rechnung, direct durch Auflösung der JBJtf/erschen Integralgleichung 
nach einer sechsten Constante entwickelt hätte. • Ich werde in den folgenden 
Zeilen diese einfache Auflösung mittheilen und einige Bemerkungen über 
den Zusammenhang der Eulerschen Bestimmung jener sechs Constanten mit 
andern bekannten Gegenständen voranschicken. 
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§. 1. • 

Setzt man der KOrze wegen 

(2.) ft + (i?+rf)j7 + ^^^ = X,, Ä + (c+rf)r+^y^== F,, 
(rf-f 2ira? 4/"^" = 2Xa, tf-f 2ex ^[- ff =. 2Y2, 

80 läfst sich die oben erwähnte ganze rationale symmetrische Gleichung 

(3.) = a-f 2ft(j? + y) + 2ca?)r4-rf(j? + y)»+2€x>-(a?+y)+/'Äry 
auf folgende zwei Formen bringen: 

deren Differentiation nach x und y- folgende Differentialgleichung giebt: 

(5.) = (X,-l-2X,y)rfy-j^(r, + 2F,ar)ite. 
Andrerseits geben die beiden Gleichungen (4.) die Formeln. 

i(X, + 2X,yf = X^-4XX,, 

\(Y,+2Y^xf = r,^-4rr,. 

Man erhält daher, je nachdem die Werthe der Gröfsen x und y dem Producte 

(X,+2:s;r)(r,+2F,a?) 

einen positiven oder negativen Werth geben, ans der Differentialgleichung (5.) 
folgende Gleichung: 

rm-\ ^y j ^^^ n 

wo e= +1 zu setzen ist und das obere Zeichen fflr den positiven, das untere 
fOr den negativen Werth des Products (6.) gilt. 

Vergleicht man nun die Coeflicienten der gleichen Potenzen in den 
Ausdrflcken • 

X^ — 4X.X2 und fx, 
so erhfik man die Gleichungen: 

A = V — ad, 
B = bc — ae^ 
(8.) <C == c'--af—2{be—cd), 
D =^ ce — bf, 
E = e' — df, 

aus denen man, um die gegebene Function fx durch die Form 

darzustellen, die sechs Gröfsen a, b, c, d, e, f durch die grOfsern fOnf Bocb- 
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Stäben und durch die Formel 

c' — af= M 

ausd)*acken kann. Die Substitution dieser auf eine ähnliche Weise von Euler 
gefundenen Ausdrflcke in die Gleichung (3.) fOhrt auf eine quadratische Glei- 
chung in fiezug auf M, deren Auflösung ein Integral giebt, welches nach 
ehiigen ReducUonen iiuf die von Lagrange gefundene Form 

zurückkommt, welche das integral der Differentialgleichung 

VWy'^vifx) — ^ 

ist. 

§. 2 

Zuvörderst die Auflösung der Gleichungen (8.) läfst sich ans einem 
allgemeinem Gesichtspuncte auffassen und dann aus bekannten Formeln ab- 
schreiben. . Sieht man nfimlicb die Gröfsen 

e, c, b 

als die Coßfficienten der ternSren Form 

aar V + rfo? V +/a?" V + 2€a?' V + 2cx"'x' + 2fta? V 
an, welche durch die Substitution 

in die Seite rechts der Gleichung (3.) flbergeht, so sind die den Gleichun- 
gen (8.) entsprechenden Werthe der Gröfsen 

E, Si, A, 

-B, -l(M-C), -D, 

wo üf = ^ — a/* gesetzt ist, die CoSfficienten der zu Jener gehörigen ter- 
nären Form ( Forma adiuncta. Disq. arith. No. 267.) : 

jE?// + iif/y'+ Ayy — 2Ä/y" — (ja— C)yy — 2Dyy'. 

9 

Dieselbe hat die Eigenschaft, dafs sie durch die Substitution 

in die Function fz übergeht. 

Man erhält daher umgekehrt aus den hiezn gehörigen bekannten Formeln, 
wenn man die Determinanten der beiden Formen durch 

36* 
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4 ae" -f dc'-{-ß!' — adf—2bce = J, 
(^"••^ )EB'-\-Jll.i{M-C)''-\-AD''—ElHA-\-DB(MC) = D 

bezeichnet, folgende Ausdrflcke fflr die CoSfficienten der ersten Form: 

ID = JJ, 
B^—AM =a.J, liM-Cf—AE = d.J, A^ — EM [ = fJ» 
Bß-\-DiiM-C)=-eJ, BD-\-M*i{M-C)=-eJ, AD-\^B\{]!d-C)=-iJ; 

• 

welche mit den von Euler gefundenen Formeln , mufatis mulandis, Qberein- 
stimmen. 

Setzt man nämlich die erste Form der Kflrze wegen 

and fahrt statt der Yariabeln x\ x*\ x'* die durch die Gleichungen 

i\F'x* = fij7' + ftaT'' + cj?'"= /]/(±^), 
(12.) UfV = hx'\-dx''^ex'''= r'V(+^)^ 
( \ F V" === ex' -f ex'' -f fx'" = y'" i{± J) 

bestimmten Gröfsen y, y^'j y'" ein, wo das obere Zeichen fflr einen positi- 
ven, das untere fflr einen negativen Werth von J zu nehmen und der Werlh 
z/=:0 auszuschliefsen ist, so gelangt man zur zweiten Form. 
Nun folgt aus der identischen Gleichung 

F{x',x",x"') = \{x'F'x'-\-x"F'x"^x"'F'x"') 

folgende : 

F(,x\ x", x'") = i{±J) {x'y' + x"y" + x'y") , 

welche, mit Benutzung der aus den Gleichungen (12.) folgenden Werthe von 
x', x", x'", mit der zweiten Form verglichen, auf die Gleichungen (8.) fahrt; 
und eben so, mit Benutzung der aus diesen Auflösungen der Gleichungen (12.) 
folgenden Werthe von y', y", y (ausgedrückt in den grofsen Buchstaben}, 
so wie eines Lehrsatzes ans der Theorie der Determinanten, mit der ersten 
Form verglichen, die Gleichungen (11.) giebt. 

Diese unmittelbar auf Formen von einer beliebigen Anzahl von Va- 
riabein auszudehnende Bestimmungsart der CoSfficienten zusammengehöriger 
Formen leidet nur eine Ausnahme, wenn die Determinante der ursprünglichen 
Form, hier als der Ausdruck J, verschwindet. Schliefst man also diesen Fall 
aus und nimmt die sechs Gröfsen a, b, c, d, e, f von einander unabhängig an, 
so sind die durch die Gleichungen (8.) bestimmten fünf Functionen derselben, 

und die Function 

M^c'-af 

ist die sechste der von einander unabhängigen Functionen dieser sechs Gröfsen. 
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Daher ist Y in der Integralgleichung als eine willkürliche Constante zu be- 
trachten. 

Diese Bemerkung ergiebt sich schon daraus, dafs, wenn die sechs 
Functionen nicht von einander unabhängig wären , die sechs beliebigen Gröfsen 
a, h, c, d, e, f mittels der Gleichungen (11.) durch weniger als sechs Gröfsen 
ausgedrQckt werden könnten; was ein Widerspruch ist. 

Allein ich will diese Gelegenheit benutzen, um die Yon Jacobi (S. Band 22. 
Seite 319 dies. Journ.) sogenannte Functionaldeterminante dieser sechs Func- 
tionen zu bestimmen, von deren Verschwinden oder Nichtverschwinden es 
bekanntlich abhangt, ob die Functionen von einander abhängig sind, oder nicht. 

Man betrachte folgendes System linearer Gleichungen: 

av , d^j , av , d^j , a*// ^ , av 
a^ä5"^«+ 5^36 '^*+"5Sä?^'"«" ai^arf^^^^ a5^ 

av , a*j , av , a'j , a*j , av 



(13.) ('**~5Sa^'^«'^ä6ä6"-^*T"ara7"^^a6arf*"*'"^aAa^ 

etc. 

. _ a^ , a*j I av , b^^ _ , a'j , a«:^ 
'^^~ä7ä5"'^«+a7^'^*'^"^a7^^'^'^ a/arf 

deren Coöfficienten die zweiten partiellen Differentialquotienten der Determi- 
nante z/ nach den sechs Elementen, oder die ersten partiellen Differential- 
quotienten der sechs Functionen 

^=c'-af=M, ^=2(4ie-bc)=-2B, |^= l^^ad =A 

sind, und in denen die .Gröfsen d?a, x«, etc. die Unbekannten und die 
Gröfsen ka, ki,, etc. beliebige gegebene Wertbe bezeichnen. Da die gesuchte 
Fahdtionaldeterminante mit dem Nenner der sechs Ausdrflcke fOr Xa, Xf„ etc., 
welche diesen Gleichungen GenOge leisten, flbereinstimmt, so kommt es darauf 
an, dieselben aufzulösen. 

Zu dem Ende bediene man sich der aus den Eigenschaften der Deter- 
minanten geradezu sich ergebenden drei identischen Gleichungen 

da jdJ dJ j,dJ . 
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Differenüirt man dieselben nach allen sechs Elementen, so erhilt man 
dreimal sechs identische Gleichungen, mit deren Ilulfe aus den vorgeschrie- 
benen sechs .Gleichungen (13.) folgende drei folgen: 

(14.) J-.ak,-2bki-ck, = ^ar.+2|^^,+ ^x,, 

-ak.-2bK^ckr = -|£x,+ -^a;,+2|^a;.. 

Vertauscht man hierin flberall die *secbs Buchslaben 

a, b, c, d, e, f, 
r^spective mit 

rf> «j b, fi c, a, 
und mit 

f, c, e, a, b, d, 

so erhält man zwei ähnliche Systeme von drei Gleichungen. Das eine (15.) 
enthalt die unbekannten Gröfsen 

ÄTj, Xf^ X^^ 

das andere (16.) die Gröfsen 

^f9 ^c^ ^e'i • 

und in allen drei Systemen ist die ans den neun Co£fficienten gebildete De- 
terminante die Determinante der neun Gröfsen 



^ da' 


db ' 


BJ 
Bc ' 


dJ 
Bb ' 




BJ 
Be ' 


de ' 


Bä 
Be ' 


oBJ 



oder, mit Bezug auf die Gleichungen (10.) und (11.)' 

= 8D = SJJ. 

Da nun diese Determinante der gemeinsame Nenner der sechs aus den drei 
Systemen von Gleichungen (13, 14 und 15.) sich ergebenden Werthe der 
Unbekannten ist, so stimmt sie auch mit der Determinante der 36 GoSflIcienten 
der Gleichungen (12.), also mit der gesuchten Fbnctionaldeterminante bis anf 
einen constanten Zahlenfactor flberein, welchen man leicht durch Yergleichung 
zweier gleichnamigen Glieder findet. 
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Dies giehl demnach folgenden Satz: 

Die Functionaldeterminante der sechs lP*unctionen 

e' — df, 2(bf—ce), 2{€d—he)s, 
i? — af, 2{ae—bc), V'-^ad, 
oder, was Dasselbe ist, die Determinante der 36 partiellen zweiten 
Differentialquotienten der Determinante z/ der Gröfsen 

— a, —b, —e, 

— h, —d, —e, ^ 

— c, —e, —fy 

stimmt, bis auf einen Zablenfactor, mit dem Quadrat der letztem Deter- 
minante flberein, und ist« wenn man die Elemente nach den 9echs Gröfsen 
a, b, c, d, e, f auf einander folgen Iflfst, also so wie die Goöfficienten 
der Gleichung (13.) geordnet sich zeigen: 

= — 16z/z/. 
Ganz auf dieselbe Weise findet ma& einen analogen Satz fflr mehre 
Elemente, und auch fflr solche, bei denen die horizontalen Reihen mit den 
yerticalen Reiben nicht fibereinstimmen. Aufserdem bestätigt der Satz die 
obigen Bemerkungen in Bezug auf die Unabhängigkeit der obigen sechs 
Ausdrflcke. 

§. 3. 

Ich gehe jetzt zu dem eigentlichen Zweck dieses Aufsatzes Aber, indem 
ich das Integral (9.) ohne vorhergehende Auflösung der Gleichungen (8.) 
aus der Integralgleichung (3.) abieilen werde. 

Zieht man aus beiden Theilen der Gleichungen (6.) die Quadratwurzeln 
und benutzt die daselbst (§.1.) eingeführte Bezeichnung, so erhält man die 
Gleichungen 

'•"•^ j Y,^2Y,x = ±ey(ri-4YY,) = ± Üfy). 

Zieht man diese beiden Gleichungen von einander ab und erhebt beide Seiten 
der resultirenden Gleicbting zum Quadrat, so erhält man, mit Benutzung der 
Formeln (2.) , die Gleichung 

ic^e{y^x)^f.yxnr-^f = ii{fr)-^i{f^)y* 

Addirt man hiezu die aus der Gleichung (3.) durch Multiplication mit f{y—xf 
hervorgehende Gleichung 
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80 erhält man, nach der Division mit (y — x)\ die Gleichung 

woraus mit Hinzuziehung der Bezeichnung (8.) folgt, dafs der Ausdruck 

also unabhängig ist von den in der Differentialgleichung 

f"-5 7^+1^ = » 

vorkommenden Yariabeln und Constanten; d.h. dafs die Gleichung (16.) ihr 
Integral ist, da sie aus der Integralgleichung derselben abgeleitet wurde. 

Es folgen hieraus, beiläufig bemerkt, die Formeln (12.) direct und 
ohne weilläuflige Rechnung, dadurch, dafs man nach Einfahrung der Gröfse 
ilf = er* — fl/* die Gleichung 

durch Hultiplication mit dem Factor 

rational macht, wodurch man folgende Ausdrflcke erhält: 

= i^E^)'- 2{M-\-2D(y-\-x) + E(y+wmfy+rx) 

4. {'n+2D(y-{-x)i-E(y-\-xy}(y -x)\ 

Die Vergleichang derselben mit der Gleichong (3.} giebt die Gleicbangen: 

MB" — AM) =» aN, 

2B(C-M) -AÄD = bN, 

2C(C -M)- 4BD = cN, ' 
{C-Mf-AAE = dN, 

2D{C-M)-ABE = «N, 

4(IP-EM) =/W;- 

wo N eia Factor ist, den man dorcb die Vergleichung dieser Formeln mit 
den Gleichungen (8.) findet, wonach 

A^* = 4 {AIP -{•EB''\- M{M — Cf -AAEM- 4BD (C - üf )} 

ist and also die genaue Übereinstimmung mit den Formeln (11.) Statt findet. 
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§• 4. 

Aus derselben rationalen Integralgieichung (3.) Ififst sich das Integral 
der Differentialgleicbong (17.) in einer andern Form ableiten, welche vor der 
eben gefundenen einen gewissen Vorzug bat. Zu dem Ende bilde man aus 
den Gleichungen (15.) folgende: 

. xV(fr)-^yV{fx) _ x(Y,^2T,x)-y(X,^2X,y) ' 

welche, nach Substitution der Ausdrücke (2.) für JTj, X^^ F^ ^29 die Form 

annimmt. Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung zum Qqadrat und sub- 
trahirt davon die aus der Gleichung (3.) folgende Gleichung 

so erhält man 

m 

Hieraus zeigt sich, mit Benutzung der Bezeichnung (S.)? dafs der Ausdruck: 

also unabhängig von den Variabein und Constanten der Differentialgleichpng (17.) 
ist, d. h. dafs die Gleichung (17.), da sie ans der Integralgleichung derselben 
folgt, ein Integral derselben ist. 

Aus der dritten Gleichung (8.) folgt der Zusammenhang zwischen den 
beiden willkfirlichen Constanten der beiden Integrale (16. und 18.), indem die 
DiiTerenz beider gleich der in der Differentialgleichung vorkommenden Con- 
stanle C ist. Es läfst sich daher das letztere Integral auch dadurch aus dem 
erstem direct ableiten, dafs man von demselben die Gröfse C abzieht und 
das Resultat einer andern Constante gleich setzt. Dies bestätigt eine leichte 
Rechnung. 

$. 5. 
Setzt man in der Differentialgleichung (17.) und in den Integralen (16. 
und 180 

X = m — I, y = m — v, 

Crel)^*i Joornal f. d.M. Bd.XLIV. Heft 4. 37 
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\vo (> - ^3% 4« « . . it zu setzen und das obere Zeichen für ein gerades, das 
untere für ein ungerades q zu nehmen ist. 

Ich werde jetzt im letzten Paragraph den Fall n = 2, welcher in den 
frühern Paragraphen auf andere Weise behandelt wurde, besonders betrachten und 

die sich hier ergebenden Resultate mit derjE^u/^rschen Gleichung (3.) vergleichen. 

• 

§.7. 
In diesem Fall hat man die Formeln: 

(31.) ' ir^ = A,o+Any+A^,f, 
(32.) ( 2Ä = ^1 -f A,,X'\-A^,x\ 

T = Aoni-AioX-^-A^o^t^^ 

und die Gleichungen (22. und 23.) nehmen hier die Formen 

ns^ )®= Rf+2Sy-\-T und 

« 

an. 

Man überzeugt sich hier von dem im- vorigen Paragraph zum Grunde 

gelegten Satz sehr leicht auf folgendem directen Wege. Die beiden Wurzeln 

der zweiten Gleichung (33.) seien Xi und ^r,, während y einen und den- 

selben Werth hat. Dann geben die durch die Substitution x = Xi^ x^^x^^ 

aus ihr hervorgehenden Gleichungen, nach x^^ o;,, und y diiTerentiirt, folgende 

Ausdrücke: 

'^•'^'^ ]2{It,yj-S,)dy^{2YoX,i-l\)dx, = 0; 
wo Ri und Si^ Rq und Sz die Functionen R und iS nach den Substitutionen 
bezeichnen. 

Andrerseits giebt die Auflösung der Gleichungen (33.) die Formeln 

2F„x,-f F. = ±y(F»-4FF,), 
2Foar,+ F; = +y(F/-4FF,); 
wo die obern and die untern Zeichen in beiden Gliedern rechts zusammen- 
gehören and 

wo '^=±1 isti j« nachdem das rationale Prodacl 

(36.) (i?,y-fS.)(Ä,r+S;) 
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positiv oder negativ ist. Man erhält hiernach aus den Gleichungen (34.) 

folgende: 

2.dy dx^ 

deren Addition die Differentialgleichung 

giebt 

Es ist noch zu bemerken, dafs sich das Product (86.) als eine rationale 
Function von y allein, deren Nenner Yl ist und deren Zähler den sechsten 
Grad nicht übersteigt, darstellen läfst. Das Zeichen. derselben für jeden ange- 
nommenen Werth von y bestimmt die Gröfse €• 

Die zu dieser Differentialgleichung auF diesem Wege bestimmte Inte- 
gralgleichung erhält man aus der Gleichung (29.), wenn man darin 

setzl und sonst die dortige Bezeichnung heibebäll. Sie ist offenbar von der- 
selben Form wie die Eulersche (3.) und giebt daher, eben so wie letztere 
in §.1. hehandelt, die Differentialgleichung (37.). Die Verwickelung, welche 
bei der Ausführung dieser Rechnung sich zeigt, wird dadurch vermieden, 
dafs man die Function fx, welche nnter dem Quadratwurzelzeichen vorkommt, 
nach (§-2.) bestimmt. Man sielit dann leicht, dafs dieselbe, bis auf einen 
constantea Factor, mit der Function 

S'—BT 
(also mit der angenommenen Function vom 4ten Grade) übereinstimmt ' und 
dafs man daher zu der Gleichung (37.) g'elangt. 

In der That: macht man in der Gleichung (29.) die in (§.2.) vor- 
geschriebenen Substitutionen 

und mulliplicirt das Resultat mit x'x', so erhält man , wenn der Kürze wegen 



d^on ^ni 5^012 _fi I öz/oi2 

l 

^ ^ _J 

ö-^oi *^ dAix '*' "^ 9^21 

dAin dAi% ' dAn 



dAoo dAio ' 5-^20 ^ 



288 



#7. Richelot, über elliptische Integrale. 
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Weise vollstfindig lösen, dafs* ich dien— 1 Integralgleicbiingen selbst wirklich 
hinschreibe. 

Hat man nämlicb die drei genannten Functionen anf die a« a. 0. vor- 
geschriebene Weise mit ri— 1 von den Coefficienten 

unabbängigen Codfficienten bestimmt, so ist das von Jacobi durch eine eigen- 
thümlicbe Bebandlung des ^6^/scben Theorems abgeleitete Theorem folgendes: 
Die Differentialgleichungen (19.) werden dadurch vollständig integrirt, 
dafs man für jtj, ^2, ... a:„ die n Wurzeln der Gleichung: 

(22.) Ä/-i-2Äy-f r = 

setzt; wo y eine ganz beliebige Gröfse ist. 

Ich leite hieraus die n — 1 Integralgleichungen selbst auf folgende 
Weise ab. 

Die Gleichung (22.), nach a: geordnet, sei folgende: 

(23.) i:,;f:'4-r,ar'^^4-Ka?'-^+ ... -fF„ = 0, 

wo im Allgemeinen 

(24.) y,«, = J„o+^,,iy+^„2/, 

gesetzt ist und A^^^^ ^x,i9 ^»,2 constante Gröfsen sind. Ans diesem System 
von n-}-! Gleichungen, welche man aus (24.) dadurch erhalt, dafs man 

x==0, =1, ... =fi 

setzt, kann man offenbar durch die Elimination von y, n — 1 Gleichungen 
jßwischen den Gröfsen 

7r-, -p-, ... Y 

• -«o ••■0 

ableiten. Zu dem Ende setze ich die Determinante der neun Gröfsen 

-^»,09 -4x,11 -^«,29 

also den Ausdruck 
(25.) A^jü {Ax^i A^^2 — -4j^2 -4^,i) -f A^^^ {^1,2 -4^,0 — ^i,» -^^,2) 

'T'^x,^(^ifiA^^i — Ai^iAf^p^ = -^(»A^). 
Man erhalt dann aus den Gleichungen 

F,-« =. ^„ü +. Air + A,2f^ 

(26.) |Ffc.a = ii;,u-|- ^Mr+A^y". 

F— = Ao+Aiy+A2y' 
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folgende Formela: 



WO die partielIeD Differentialquotienten von ^m,i,/a ^^^ Kflrze wegen einge- 
föhrt sind. 

Hieraas erhält man die eine der gesuchten Gleichungsformen durch 
^ Elimination von y, nfimlich: 

Mit Hinzuziehung äiner vierten Gleicbutfg von der Form (24.) 

erhalt man die andere gesuchte Gleichungsform 

(28.) s= Jgi^.Y^-j^J^^g.Yi — J^^x^Yfi — ^i/if^YM 
Setzt man in diesen beiden Gleichungen (27. und 28.) 

xz=0, i=l, iu = 2, 
p = '3^ oder =4) • • • =ii^ 
so erbfilt man alle n — 1 gesuchten Gleichungen zwischen den Gröfsen 

r' Y Y • 

und hieraus, da aus der Gleichung (23.) folgt, dafs 

— TT- = ^1 + ^2+ ••• +^» = W|, 

etc. 
+ |r = ariOTj . . . J?^ = w* 
ist, folgen dien — 1 gesuchten Integralgleichungen in rationaler Form ; nämlich 

(29.) = (|^tt,_|^«,-|-|^y 

(30.) = +^üu.«, — ^25«.«i--'^^.«j--^iie; 
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fm = ^1, —fm = 2Ä,, 



1.2 



o^r'«. = £. = £, 



so erhält man folgenden Satz: 

„Das Integral der Differentialgleicbang 



läfst sich auf folgende zwei Formen bringen: 

(il/I^Ziii^y -(- (2Ö, -f 4wi?») (2in— c— I) - E, (2jii-r- s^)» = Consl. und 

(>n-.D>^(^.)-.(m-vMf.|) j'_ fm _^^(,_g.(^^,) _ const., 

(m — |)(rn— t;)(t; — §) ) (m— ^)(in — v) iv /v / ^ 

wo m eine ganz beliebige, von den in der Differentialgleichung vor- 
kommenden Coefficienten unabhängige Gröfse ist/' 

Die letzlere dieser beiden Formen, aus welcher nach dem Obigen die 
erste direct abgeleitet werden kann, stimmt mit derjenigen überein, welche in 
der dritten Abhandlung 25ten Bandes d. J. för eine Function fx^ vom 2nteii 
Grade durch directe Integration des dazu gehörigen Systems von n — 1 Diffe- 
rentialgleichungen, welches ich das Jacobische System genannt habe, gefunden 
ist, und welche aus. dem einen Integral 

WO 

fx = A^\2AyX \ A^x^ • • • + ^2n ^'% 
F^ = {ßo — x^{x — x^...{x — x^ 
gesetzt ist (S. a. a. 0. §. 6.)^ eben so abgeleitet wird, wie ich das Integral (19.) 
aus dem Integral (18.) so eben entwickelte. 

» 

§. 6. 
Im 32ten Bande d. J. S. 220 hat ;facobi durch eine eigenthflmUche 
Benutzung des Abelschem Theorems auch eine Form der rationalen Inte-- 
gralyldchunyen des so eben erwähnten Systems von n— 1, von ihm daselbst 
hyperelliptische genannten Differentialgleichungen angegeben, welche mit der 
der JB^ti/^rschen Grundgleichung (3.) die genaueste Analogie hat. Indem er 
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ndmiich die Summe der Combinatiooen ohne Wiederholung zu je 1, je 2, 
je 3, etc. der n Variabein 

zwischen denen die hyperelliptischen Differentialgleichungen 



(190 / ^^«) ^ ^(/^^t) ^ ^ 7(f^ 

•Z' j ""* u JTj I »l^j aJ'j I I Xp dXn r\ 

bestehen, respective durch 

Wi, ti2, «3 etc. 
bezeichnet, z^igt er, dafs eine Gleichung zweiten Grades zwischen v^ und t/,, 
mit fünf von einander unabhängigen Constanten, und n — 2 lineare Gleichungen 
zwischen tii, Hj und jeder der übrigen Gröfsen t/3, ... ti^, jede mit zwei von 
einander und von den übrigen unabhängigen Constanten, als ein vollständiges 
System rationaler Integralgleichungen des obigen Systems angesehen werden 
können, wenn man die 2n Verhältnisse der Cogfficienten 

aus den 3it — 1 Constanten gehörig bestimmt, oder umgekehrt aus den erstem 
und n — 1 gehörigen Combinationen der 3n — 1 letztern, dies^ sucht. 

Diese Bestimmung wird natürlich desto verwickelter, je gröfser n (die ' 
Anzahl der Variabein) ist. Sie erfordert die Auflösung von zwei gesonderten 
Aufgaben, deren erstere darin besteht, die gegebene Function vom 2iiten Grade: 

(20.) fx = Ao'\-2A,X'\-A2x''-\-2A,x' ••. -f Än^'% 
durch die Form 

(21.) S^—RT 

darzustellen, wo R, S, T ganze Functionen von x bezeichnen, die den nten 
Grad nicht übersteigen ; während die zweite Aufgabe darauf hinauskommt, aus 
diesen drei Functionen das gesuchte System rationaler Integralgleichungen des 
Systems Differentialgleichungen (19.) abzuleiten. 

Für die erstere Aufgabe, welche offenbar eine unbestimmte ist, werde 
ich hier nur für den Fall n = 2 die Auflösung aus den obigen Formeln ab- 
schreiben, ohne den allgemeinen Fall, dessen Behandlung a. a. 0. angedeutet 
ist, weiter zu berühren. Die letztere Aufgabe hingegen werde ich auf die 

37* 
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gesetzt und die Variabein y, y'^, y'" nach Vorschrift der Formeln (12.) ein- 
geführt werden, die Gleichungen 

dj^ ^ ^ 54ii ^+ dA^ ^ — +^-y> 

|^p_2|^-r+|^r=*-P.y'', 

welche aus der ternaren Form 

folgen und deren Auflösung folgende Aosdrflcke giebt: 

(39.) U.xr"'-Äiy"4-^«r' = -2/7.^, 

wo /7, eben wie vorbin P, ein constanter Factor ist. Setzt man nun nach 
(§. 3.) hierin 

y = x\ y =: -X, y" = i, 

um aus der Form 

S^ — PT 

die dortige Function fx abzuleiten, so gelangt man offenbar zu dem Ausdrucke 

was sich aus den Formeln (32. und 39.) ergiebt; w. z. h. w. 

Es bleibt jetzt nur noch flbrig, diese letztere Function^ also 

auf die gegebene Form 

Jo + 2 Ji ar -f- Ja a?* -1- 2 Jj x* + J^x* 

zu bringen. Unter den verschiedenen Arten, diese unbestimmte Aufgabe za 
lösen, werde ich diejenige benutzen, welche sich aus den obigen Formeln (§. 2.) 
von selbst ergiebt. 

Zu dem Ende setze man * 
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Juj = J^ == 2i = —l2AD^B{M—C)) 
(41.) ( 4« = ^^ = </ = iOV-Cf-^ß, 

J„ == J,, = 2« = — (2ßli;-j-Z?(il!f-C)), 
An= f = A'-EM. 

Dann geht die Function (40.^ in folgende über; 

(J + (c ■ }- rf) x -f- ex'f — (a -f- 2bx ■}- dx") (</+ 2ex + /a:»} , 

weiche, bis auf einen Constanten Factor, mit 

A-\-2Bx^Cx'^2Dx'^Ex\ 

wie ebea gezeigt, flbereinstimrot. Man sieht daher, dafs die jetzige Methode 
in diesem Fall zu der Differentialgleichung 

die rationale Integralgleichung giebt, welche aus (20.) durch die Substitut 
tionen (41.) folgt. Sie ist, 

•^1 l" *^2 ~^~ *^1 1 •^J. *^*2 ' •■2 

gesetzt, folgende: * 

— {((c + d)f— 2«') M, -f {bf—de) v^ + 2*« — d(c -f rf)} 
X {(2*« — rf(l -}-rf))i/,-f (a« — *(?)M,-f «(c-f-rf)- 2**}, 

wenn man darin die Buchslaben A, B, etc. M einführt, und entsteht aus 
der JB^fi/^rschen , welche man durch Einführung derselben Buchstaben in die 
Gleichung (3.) erhält, .dadurch, dafs man in letzterer an die Stelle von M 
eine gehörige Function von M und von den Buchstaben A, B, . . . einführt. 

Es ist hieraus leicht zu sehen, dafs die directe Behandlung der Euler-- 
sehen Gleichung (3.) auf eine einfachere Weise zum Ziele führt, als die hier 
vorgetragene. 

Die analoge, directe Behandlung der auf* die Form 
a-\^2hVi^2cu2^du\-\-2eUith\ful = 0, 

«f = ^j Wi + A^ «2 + * j 

Crell«*t Joornkl f. d. M. Bd. XLIV. Heft 4. '38 
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gebrachten Gleichungen (29. und 30.) 9 mit den Zn willkürlichen Constanlen 

fl, h, c, d, e, f; g^^ ä^, i^, 

wo (1 = 3, 4, ... n zu setzen ist, und deren Anzahl die 2n-f 1 in dem 
zugehörigen System Differentialgleichungen (19.) vorkommenden Constanten 
nm n— 1 flbertriffi, also zur vollständigen Integralion hinreicht, werde ich bei 
einer andern Gelegenheit weiter verfolgen. 

Königsberg, den 16. Januar 1852. 



18. 

Über Kreiscoordinaten. 

(Von Herrn Dr. W. Sfammer aus Luxemburg, Catididafen des höhern Scbulainis.) 



Uie Idee zu dem Coordinaleosysleme, dem Gegenstände dieser Ab- 
handlung, verdanke ich meinem verehrten Lehrer, dem Herrn Professor Plücker 
zu Bonn, welcher sie seinen Zuhörern im Sommer 1847 mittheilte. Ich 
benutzte sie zu meiner Doctordissertation im Mfirz 1849 und erlaube mir 
hier den Haupt-Inha]t der Dissertation zu geben; mir vorbehaltend, gelegentlich 
Ferneres Aber das Kreis -Coordinatensystem mitzutbeilen; was dann vielleicht 
zu interessanten Resultaten fähren dQrfte. 

1. 

Die Coordinaten eines Puncts M (Fig. 1.) werden auf folgende Weise 
bestimmt. 

Aus dem Puncte M lege man an einen gegebenen festen Kreis AFB, 
in dessen Ebene, die beiden Tangenten MA, MB. Ist dann noch auf dem 
Umkreise ein ffester Punct F gegeben, so sind die Bogen FA und FB 
zwischen dem festen Puncte F und den zwei BerQhrungspuncten ,A und B 
bestimmt. Diese beiden Bogen sind die Kreiscoordinaten des Punch U; 
der Punct F ist ihr Anfangspnnct, und | soll die von F an links , rj die 
rechlH gemessenen Bogen bezeichnen. 

Nim(nt man diese Coordinätenbeslimmung in ihrer Allgemeinheit, so ist 
; nicht blofs der Bogen AF, und 77 nicht blofs der Bogen BF, sondern es 
kann auch der Bogen FAB mit | und der Bogen FBA mit rj bezeichnet 
werden; auch können die Bogen in beiden Fällen um eine beliebige Anzahl 
von Umkreisen vermehrt werden, ohne aufzuhören, die Coordinpten des Puncts Si 
zu sein. Hieraus folgt, dafs, wenn der Kreis und sein fester Punct F ge- 
geben sind, jeder avfserhalh liegende Punct durch seine Coordinaten voll- 
kommen bestimmt wird, dafs aber im Allgemeinen jedem Puncte M zweimal 
unendlich viele Paare von Coordinaten mit denselben Endpunclen zukommen. 
Welche von diesen Coordinaten zu nehmen sind, hangt von den jedesmaligen 
besondern Bestimmungen ab; wie es die Folge zeigen wird. 

. . 38» 



296 ^S' Siammer, über Kreiscoordinaten. 

Um die trigonometrischen Functionen unmittelbar ^yiT die Kreiscoor- 
dinalen anwenden za können, ohne die Bogen erst durch den Radius zu divi- 
diren, nehme man zu Coordinaten nicht die Bogen selbst, sondern die durch 
sie bestimmten Mitlelpunctswinkel , und nur da, wo keine Anwendung der 
trigonometrischen' Functionen Statt findet, die Bogen selbst. 

.2. 
Die Transformation der Kreiscoordinaten ist sehr einfach. Zum An- 
fangspuncte der gewöhnlichen Orthogonatcoordinaten nehme man den Mittel- 
punct C des Kreises, und zur Axe der Y den durch F gehenden Durchmesser. 
Es sei H der Halbmesser des Kreises; x^ y seien die Coordinaten des Puncts M; 
x\ y', x", y die Coordinaten der beiden Berährungspuncte A und B: dann ist 
immer, welche Bestimmung man auch Ober die Kreiscoprdmaten machen möge: 

a?' = — Äsin^, y = JXcos^^ 
x" = -^-Rbrnri, y" = /2 cos 17. 

Die Gleichungen der Tangenten in beiden Puncten sind 

s'x 4- yy ==' ir, x*'x + / V = R\ 

mithin is'», wenn man für x\ x", /, y" ihre Ausdrücke substituirt : 

— arJRsinf-fyÄcosI = /P, 
, -j a^Äsini^-f-yßcosi; = R\ 

folglich 
Ferner ist - 

ACM = Hv-\-S); FCM = 4(i7+f)-l = \{n-l)\ 

r = CiPf == rad. vect. = 



cosl(ij+5) 

Hieraas ergiebt sich amgekebrt, wenn man das eine Mal den Ausdrack von 
X durch den Ausdruck von y dividirt, das andere Hai beide zum Quadrat 
erhebt und addlrt: 

Ti = ang tang -g- ^{3^ ■\-f — Ä')4 ang lang j , 

1 X 

S = Bngtang'^y{x^-\'y^'^R^) — mglmg — - 
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Dafs das Kreiscoordinatensystem fflr alle innerhalb des Kreises lie- 
gende Pancle keine reelle Coordinaten giebt, folgt aus% den znletzt aufge- 
stellten Gleichungen. Alle auf dem Umkreise befiAdlichen Pnncte mOssen 
der Gleicbang 

genfigen. 

3. 
Die Gleichung einer geraden Linie (Fig. 2.) in Orthogonal - Coor- 
dinaten sei 

y = cX'\-d. 

Es bezeichne P die Länge des aus dem Mittelpunct auf die gegebene 
Gerade NQ gefällten Perpendikels CH, und cd den von rechts nach links 
(von der positiven Richtung der y Axe nach der negativen Richtung der 
X Axe) gemessenen Winkel FCH, welchen das Perpendikel mit der Ordi- 
nalen -Axe bildet. Dann ist 

c =^ \AnglSiEX = lang NEC = tangcu^ 

• d =:^ CG ^ — ?^. 

COSft». 

Dadurch wird die Gleichung der Geraden zu 

^ co8i(iy— I) _ o sini(^— I) , I P 

. ^cosi(i,+|) = ^0084(1,+!) *^"«^ + ^SS^' 

und daraus ergiebt sich 

ÄcosUCij-D + cü] = Pcosi(^+l) 

oder 

cos[i(iy+|)4-a>] ^ JP 

Die Durchachnittspuncte der geraden Linie roil dem Kreise giebt 

die Gfeichung 

P 

cos(77 + ü;) = ij^. ' 

Fär die Tangente des Kreises im Puncto 17' = co ist 
P = Ä, .daher i(i7-^)-V = 2n7r±i(iy+^-), 

also 

f = _(2ii7r-fV) 
oder 

ij = 2nn -f //; 

d. h. die eine der beiden Coordinaten mufs constant werden. 
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Die Gleichung einer Geraden, welche durch den gegebenen Punct ?, rf 

P 

geht, findet man, wenn man die beiden Ausdrficke von ^, deren einer die 

laufenden Coordinaten S, Vj ^^^ andere die gegebenen Coordinaten §', rf ent- 
hfilt^ gleich setzt. Diesgiebt 

r sini(i?-§) sini(iy^-rn .^„^ ^ co8^(jy-g) cosijfi'-^) ^ « 

LcOSi{l? + |) C08i(l/ + ?)J'**"» — C08i(l7 + |) 008^(17' + ?)' 

daher hat eine Gerade, welche durch die beiden Puncto*!'; i]', |"^ ij" geht, 
die Gleichung 

|«„a«. — COSi(l/-g)COSi(l>" + r)-COSi(<;"-|'0cOSi(l/ + |') 

lang«; _ ,i„^(,'_|.)co8 4iu"+|") -sin4(9"— |")co8i(i/+|') 

_ sin i (»/' + !?>) Sit» i (r - g') + sin i (!?'> - 1/) sin j (§' + ! >) 
co8i(i/'+^jsin^(|"— |') + 8ini(j/'— jj')co8i(S"+|)* 

Setzt man diesen Werlh in die vorige Gleichung, so erhält man die Gleichung 
der Geraden in |, rj, i', rf, i", rf'. 

Die Gerade, welche durch den Mittelpunct geht, ist 

r/ — I = {2n-\-\)n — 2(o., 
Seist man in der allgemeinen Gleichung der Geraden 

Cü«= 0, 

so erhält man zur Gleichung einer auf dem Halbmesser CF neukrechten Linie: 

C08|f^?>-|) ^ P. 

. COS i (17+1) Ä ' 

Verbindet man M mit C (Fig. 3.), zieht die Tangenten MA, MB, fället 
aus A und F die PerpendikeU F, QFtV auf CM und zieht durch C und .4 
die CA, welche die F in Q schneidet, so ergiebt sich, wo auch der Punct At 
auf der Geraden SM angenommen werden mag: 

l(n-S) = FCM, 

\(i]-{-§) = ACM; 

• ■ 

folglich 

CV = JBco3l(j? + |), 

CfV = Äco8^(i7-!); . 
also 

er _ jR 

aber auob • 

CfV = C'(?cosJ('? + ^). 
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mithin 






Also beschreibt der Panct Q einen coneenlrischen Kreis, wenn ilf auf <$iC 
fortrflckt. 

4 
Die Gleichung des Kreises, welcher q zum Radius und ^^ V ^^ Mittel- 
punctscoordinaten hat, ist ' , 

1 I i 2co8i[iy-i/-(g-g)] ^ 9\ 

wie es sich unmittelbar durch die Substitution der Kreiscoordinaten in die Glei- 
chung in Orthogonalcoordinaten ergiebt. ^ 

Verlegt man den Mittelpunct dieses Kreises in den Punct F, d. b. macht 
tj' z=z^ =iO^ und setzt ferner if==zR, so erhalt man 

cos 17 = 1 — cos ^ = sin vers S; 
welche Gleichung der Ausspruch eines (mir wenigstens bis dahin unbekannten) 
Theorems Ober die Kreise ist. Auf die Figur (Fig. 4.) bezogen, heifst dies 

CD = KF oder CK=^DF. 

Die Gleichung «ines concentrischen Kreises mit dem Mittelpunct C und 
dem Radius q ist (wenn man von der Gleichung a^.-^y^^^if^ ausgebt): 

rj-^-S = 3angcos(±y), 

also von der Form 

f-f"^ *= const., 
und filr den Coordinatenkreis selbst: 

S-^Tj = 2iui; 
wie oben (2.). 

5. 
Dafs umgekehrt die eben gefundeneu Gleichungen nur die geometri- 
schen Örter darstellen, fCir welche sie abgeleitet wurden, Iflfst sich e\\fin so 
leicht mit Hülfe der Transformalionsformeln, als direct an der Figur nach- 
weisen. So stellt 

17 = I 

den Durchmesser des Puncts F dar. Die Gleichung 

f] = l-fconst. 
bedeutet eine Gerade, welche durch den Mittelpunct geht. 
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B 



ist ein mit dem gegebenen Kreise Goncentriscber Kreis vom Radius - 
Wird hier c = gesetzt, so drückt 

den Coordinatenkreis selbst aus. Schliefst man jedoch aus irgend einem 
Grunde die negativen Coordinalen aus (S. weiter unten), so kann diese Glei- 
chung nur durch 1=0, 17 = erfflllt werden , so dafs sie dann nur mehr 
den Punct jP bezeichnet, während die flbrigen Puncto des Kreises durch 
7] = — S'\'2n7i ausgedrückt werden. 

Es haben also diese Formeln dieselbe Allgemeinheit, und zugleich die- 
selbe Bestimmtheit, wie die Formeln mit andern Coordinatensyslemen. 

• • 6. 

Wir wollen jetzt die Curve untersuchen, welche durch die «allgemeine 
Gleichung vom ersten Grade 

ausgedrückt wird. 

Um zunächst die Bedeutung der Constanlen a und b zu finden, setze 
man 1 = 0; welches rj = b, giebt. D.h.: 6 ist ein von links nach rechts ge- 
messener Bogen (oder Winkel). Macht man dagegen 17 = 0, so wird 

a zu — y, mithin zu dem Verhältnifs zweier Bogen, also zu einer absoluten 

Zahl. Diese Zahl soll im Allgemeinen durch a bezeichnet werden; dann 

aber, wenn nothwendig die Bruchrorm berücksichtigt werden mufs, soll sie — 

heifsen, wo .a und v relative Primzahlen sind, so dafs der Bruch -^ in 

seinen kleinsten Zahlen ausgedrückt ist. 

Verschiebt man den Anfangspunct der Coordinaten nach rechts um den 

Bogen I . ■, so gehl ij in ij-j — -j^r pnd | in | j^ über, und die Glei- 

chinig wird zu 

ri =: at 
Es ist daher nur diese einfachere Form zu betrachten nöthig. 

Die Transformation ist immer möglich, aufser wenn ri=i — 1,. weil 

dann ±=z 00 ist. In der That bedeutet die Gleichnng 7?= — l.^+Ä 

einen mit dem Coordinatenkreise concentrischen Kreis, welcher also keinen 
Punct mit ihm gemein hat, während der geometrische Ort r] = a§ wenigstens 
den Punct F, d. h. 1=0, 97 = 0, mit dem Coordinatenkreise gemein haben 
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mufs. Diesen Fall kann man aufser Acht lassen, weil es nicht nölbig ist, den 
Kreis zu disculiren. Eben so kann der Fall ^ = -|- 1 ausgeschlossen werden, 
weil er den Durchmesser giebt. Ferner sind nur diejenigen Werthe von 
a ZVL berttcksichtigen nöthig, die numerisch gröfser sind als 1; denn wenn 
dies nicht der Fall ist, so reicht eine blofse Vertauscbung der Coordinaten 
hin, uiQ den CoSfficienten von ^ numerisch gröfser als 1 zu machen. Führt 
man endlich noch die Beschränkung ein, nur reelle Coordinaten zn beachten, 
so fallen auch alle imaginären Werthe yon a weg. Es sind also in der 
Gleichung 17 =Vi I nur die Werthe von a zu berücksichtigen, welche entweder 
zwischen -^-1 und -foo, oder zwischen — 1 und — 00 liegen. Wir wollen 
zunächst die Curve fOr ein positivus a untersuchen. 

7. 
Die Untersuchung der Gleichung der Curve in Ortbogonalcoordinaten 
mag einstweilen verschoben bleiben, um später eine Vergleicbung anzustellen. 
Es mag jetzt nur die Gleichung 

im Kreiscoordinatensystem discqtirt werden. 

Zuvörderst ist zu bemerken, dafs fOr positive a nur positive Coor- 
dinaten zu berflcksichtigen sind. Wäre nämlich § negativ, so wäre es auch 17. 
Dann braucht man nur 

I' = 2ni7i-f I, rf = 2ann'\-7j 

oder, wenn a ein Bruch — ist, 

S' == 2ny7i'\'§, Tj' = 2iiinn-\'ri 
zu setzen und dabei n so grofs anannebmen, dafs rj' und I' positiv werden. 
Dies giebt 

Da nun die Endpuncte von tj', §' auf die Endpuncte von tj, S fallen, so folgt, 
dafs 1]', I' die positiven Coordinaten desselben Puncts der Curve sind, dessen 
negative Coordinaten rj, § waren. 

8. 
Die Puncto, in welchen die Curve den Kreis trifft, erhält man durch 
die Verbindung der beiden Gleichungen 

rj = a§, § — —§'\-2nn. 

Also ist § = -TT , oder allgemeiner S = . ^ • 

Crelle't Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 4. 39 
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Der erste dieser PuncU ist ^ = , 17 = für n =^ ; die flbrig en 
finden sich, wenn der Umkreis von rechts nach links durchlaufen wird, indem 

man immer Bogen von , ti abträgt, d. h dem n im obigen Ausdrucke alle 
ganzen Werthe von an giebt. 

Sollen zwei von diesen Puncten auf einander fallen, so mufs 

J!^2n = ^^•27i4-2r7r, 

also 

(v — 1)v 

sein. Da hier v zu fi, also auch zu .u-f^ eine relative Primzahl ist, so 
kann r nur dann eine ganze Zahl sein, wenn v — i durch iii-\-y theilbar ist ; 
und da t nicht negativ ist, so folgt, dafs v wenigstens gleich /t-fi^ sein mufs. 
Alle Puncto, für welche i;>^-f v ist, fallen auf schon construirte Puncto; 
mithin ist |U-{-v die Anzahl aller dem Kreise und der Curve gemeinschafllicher 
Puncte. Um die Curve nach obiger Angabe in Bezug auf ihre § Coordinaten 
zu construiren-, ist der Umkreis r mal zu durchlaufen. Beachtet man, dafs der 

Bruch ■ , wenn man dem n nach einander alle ganzen Werthe von bis 

/^-{'y — 1 beilegt, die Zahlen 1 bis /ji'\'y zw Resten giebt, so läfst sich leicht 
zeigen, dafs je zwe| unmittelbar -nebeneinander liegende Puncto um den 

Bogen —7— von einander abstehen, also alle die Puncto zusammen den Um- 

kreis in ^-f ^ gleiche Theile theilen. 

Da in diesen Puncten, welche der Kreis mit der Curve gemein hdt, 
der Kreis, wie sich spöter finden wird, von der Curve berührt wird, so 
sollen sie der Kürze wegen Contactpuncte heifsen. 

9. 
Um die S Coordinaten sfimmtlicher Puncto der Curve der Reihe nach 
zu CLonstruiren, ist es hinreichend, den Umkreis y mal zu durehlaufen. Denn 
gäbe es einen Punct |', rj^, für welchen |'>2y7r, also V> ^^ wäre, so 
wäre der E'ndpunct von §' zugleich der Endpunct von y Coordinaten §, welche 
sämmllich kleiner sind als 2y7i, und V von fi Coordinaten ri<^2fin. Be- 
zeichnet man diese kleineren Coordinaten durch ?\ r{\ so ist 

|' = r + 2w7i. 
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also 

Hier kann man, da §'^2v7i, §" <i2y7i ist, das m einem solchen Vielfachen 
von V gleich setzen, dafs dadurch V' <C 2}in wird. Setzt man dann m'=^rv, 
so ergiebt sich 

Es werden also hierdurch zwei zusammengehörige Goordinaten rf', S" so be- 
stimmt, dafs sie innerhalb der angegebenen Grenzen liegen und zugleich ihre 
Endpuncle dieselben sind, wie die der Goordinaten tj', S'; dafs also auch der 
Punct I', V auf den Puncl |", V' fäHl- 

Umgekehrt ist es nothwendig, dafs der Umkreis vmeX durchlaufen 
werde. Sollen nämlich zwei Puncto, deren Goordinaten §1, r{ und |'^ r{^ 
innerhalb dieser Grenzen liegen, auf einander fallen, so l^ann es auf zweierlei 
Weise geschehen. 

A. Es mufs 

I" = '%'\2mn, rP = r]'-]-2nn 
sein. Dann wird 



V 

also 



n = —m. 



Dann müfste also m ein ganzes Vielfaches von v sein, während, der Annahme 
nach, ^"<C2y7i, mithin m<iv ist. 
B. Es könnte auch 

^" = 2?/i7i — V> V' = 2nn — ^' 
sein. Dann wird 

Da aber fx, v, m, n ganze Zahlen sind, und zwar fi und v- gegeben, so 
lassen sich aus dieser Formel für |' nur eine bestimmte Zahl von Werthen 
finden. Ej sind also nur einzelne Puncto, und zwar, da sie bei der Gon- 
strnction der Gurve zweimal berührt werden, Doppelpuncfe. 

Hieraus folgt, dafs jeder Punct des Umkreises der Endpunct von v Goor- 
dinaten I und von fi Goordinaten t] ist, also bei der Gonstruction der Gurve 

39» 
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fi-\'y mal vorkommt, also dafs jede Tangente des Kreises die Carve in 
fi-^v Pancten schneidet. 

10. 
Sind §', r[ die Coordinaten irgend eines Pnncta der Curve , so giebt 
es immer einen andern Punct ^'^ r{, von der Art, dafs zugleich . 

m 

ist; denn dann wird auch rl'r= — ^^** Die geometrische Deutung hiervon 

ist, dafs jedem Puncto der Curve ein anderer Punct derselben Curve ent* 
spricht, welcher zu ihm symmetrisch liegt, in Bezug auf den Durchmesser CF. 
Dieser Durchmesser theilt also die Curve in zw^i gleiche Theile, welche sich 
decken, wenn man den einen Theil um den Durchmesser als Axe dreht. Es 
wird deshalb dieser Durchmesser Hauptdurchmesser heifsen. 

Verlegt man -den Anfangpunct der Coordinaten in eineli andern Contacl^ 

punct j so geht dadurch § in ^^-f ±.m ""^ ^ ^^ ^ IT" ^^^\ ®'sp wird 

die Gleichung der Curve zu 

oder zu 

rf = -^r+2ii7i. 

Diese Gleichung giebt aber keine andern Puncto als die Gleichung 

Folglich spielt jeder Contactpunct in Bezug auf die Curve dieselbe Rolle, 
wie der Anfangspuncl der Coordinaten. Hierana folgt, dafs die Curve durch 
die Verbindungslinien der Contactpuncte mit dem Mittelpunct, in ^-f ^ gleiche 
Theile getheilt wird*, welche sich durch Drehung um den Mittelpunct decken, 
und dafs ferner jede einzelne dieser Verbindungslinien die Curve in zwei 
gleiche und symmetrisch liegende Theile theilt. 

11. 

Man verfolge jetzt den Lauf der Curve, so wie sie aus der Con- 
struction der Gleichung hervorgeht (Fig. 6.). 

Ihr erster Punct ist offenbar der Anfangspunct der Coordinaten, fflr 
welchen 1 = 0, 17 = ist. Wächst nun der Bogen ^ stetig, so wächst auch 
a^ oder 17 stetig; es rOcken also auch die beiden . Tangenten , welche sar 
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Construction dienen, stetig fort; folglich bilden ihre Durchscbniltspuncle eine 
stetige Curve. Dieselbe wendet sich nach rechts, weil 17 >> ^ ist. Ihr Radios- 
vector ist nach (3.) 

— /t 

^ ~ C08i(a+|)' 
wflchst also continairlich von bis 00, während ^ von bis — nr wächst. 

Fflr ^=--7;^ werden die beiden Constrnctionstangenten parallel: also liegt 
der entsprechende Ponct der Cnrve im Unendlichen. 

Alle die Pniicte der Curve, fflr welche S < , , ist, liegen auf der- 

selben Seite des Durchmessers L<S> welcher durch dieEndpuncte von g= , . 

und Ti = I , geht, weil die Summe der Winkel, welche dieser Durchmesser 
mit den beiden Constrnctionstangenten macht, immer kleiner ist als zwei 

Rechte. So wie aber f>> — rr wird, tritt die Curve durch das Unendliche 

a+i . ' 

auf die andere Seite hinflber; und zwar ist leicht zu sehen, dafs das Stfick 
der Curve, für welches ^ zwischen — r-r und — A- ist. in Bezug auf den 
Durchmesser symmetrisch zu dem Stücke liegt, für welches S zwischen 
und — TT- fällt. Wächst also S von — r-r- bis — 7-r^ so kommt die Curve 
wieder aus dem Unendlichen zurück, nähert sich dem Kreise und trifft ihn 
im Puncto ^=. . . ' Wächst dann § weiter bis , , , so ergiebt sich ein 
Stück, welches gleich und gleichliegend ist mit dem zuerst gebildeten Stücke 
(für § zwischen und . . ) , und gleich und symmetrisch liegend (in Be- 
zug auf den Contactdiameter CE) mit dem zweiten Stück (für | zwischen 

f. bis — rrr Also bilden die Puncto der Curve, für welche S zwischen 

a-|-l a-f-l / 

. . und , . liegt, einen vollständigen Zweig, welcher den Kreis im Puncto i^' 

für § = — rr) trifft und sich nach beiden Seiten von diesem Puncto aus 

auf vollständig gleiche Weise ins Unendliche erstreckt. Folglich (10.) besieht 
die ganze Curve aus /^-^-v solcher unendlicher Zweige, welche symmetrisch 
um den Mitlelpunct herumliegen. 
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13. 
Um die Form dieser Zweige n^iher zu erkennen, ist nach dem Ge- 
sagten nur nöthig, den ersten Halbzweig zu untersacben, ind^m man ^ von 

bis — TT" nimmt. 

Der Radiusvector der Curve 

R 



ist fflr den ersten Halbzweig immer positiv, und zwar gröfser als sein von 
der Tangente des Kreises im Puncto F abgeschnittenes Stflck 

R 

cosi(ci— 1)1 ' 

folglich wird jeder Zweig der Curve durch die Tangente des Kreises in sei- 
nem Contactpunct vom Kreise getrennt. 

Die Tangente der Curve erhalt man, wenn man in einem der beiden 
Ausdrücke für eine durch zwei Puncto gehende Gerade (3.) erst a§' jund a^" 
statt tj' und rj" setzt und dann §"=z§' macht. Dadurch ergiebt sich 

asin|4-sin/7^ • 
tangtü = ^ ^' 

Der ZdA/^r dieses Bruchs ist positiv, so lange f <C — ist; im Nenner sind 



Anfangs sowohl cos^ als cosa^ positiv, aber es ist cos ^>» cos n^. Darauf wird 
coso^ negativ, während cosi positiv bleibt. Also ist dieser Ausdruck für tangco 
positiv; wenigstens so lange der Berübrungspunct ^ dem ersten Halbzweige 
angehört. Folglich gehört der Winkel oj, den die Perpendikel auf die Tan- 
genten des ersten Halbzweigs mit dem Hauptdurchmesser einschliefsen, ent- 
weder dem ersten oder dem .dritten Quadranten an. Fflr ^=0 wird tanga)=0; 
d. h. in den Contactpuncten haben Kreis und Curve gemeinschaftliche Tan- 
genten ; mithin wird der Kreis in der That in diesen Puncten von der Curve 
berührt. 

Betrachtet man die Bewegung der Tangente, wenn | wächst, so er- 
giebt sich 

rftanga; (o* — a)[l 4'C0s( g-f 1^|] 

</| (acos|— ^cosöl)* 

Da dieser Ausdruck fflr die ganze Curve positiv ist, so wird die Curve durch 
eine stetige Bewegung der Tangente beschrieben, indem sich das auf sie aus 



i8, Siammer, über KreUcoordinaien, 307 

dem Mittelpuncl geffillte Perpendikel in derselben Ricbtang dreht, in welcher 
der Winkel co gemessen wird. Die Cnrve hat folglich keinen Wendepunct 
im Endlichen. 

Es ^nd noch zwei besondere Fälle zn beachten; nämlich wenn die 
Derivirte von tangoi unendlich grofs, und wenn sie Nnll wird. Sie wird un- 
endlich grofs, wenn cosa^ = acos| ist. Dies giebt aber auch tanga>==0; 
d. h. die Tangente der Curve ist dem Hauptdurchmesser parallel. Da aber 
diese Gleichung nur dann Statt finden kann , wenn entweder a| dem dritten 
und I dem zweiten, oder a^ dem vierten und f dem ersten Quadranten ange- 
hört, so folgt, dafs ein solcher Fall nicht im ersten Halbzweige vorkommen 
kann, daCs es also Oberhaupt keinen singutären Punct der Curve giebt. 

Soll dagegen die Derivirte verschwinden, so mufs 

cos(ii-f 1)^ = — 1, 

also 

2n4-i 

sein. Dies giebt alle Puncte, welche im Unendlichen liegen (11.). Fflr diese 
Werlhe von § geht mithin die Tangente in die Asymptote Aber, und es findet 
sieb daher fOr die Gleichung der Asymptoten: 

.2/1 + 1 , . a(2;i+l) . 

^"^e^ = 2^1 a(2n + l) = »«"«"1^1"^^ 

«cos — p-t-^»— cos t \ ^ 
ö+i a-f-l 



folglich 



, 2n+l 

ü) = mn-i rr-^' 



Da nun fflr diese Werthe von | die Derivirte verschwindet, so folgt, dafs, 
während sämmtliche Tangenten einen Contact erster Ordnung mit der Curve 
haben, sämmtlichen (reellen) Asymptoten ein Contact höherer Ordnung zukommt. 
Dies folgt auch schon daraus, dafs die beiden unendlichen Zweige, welche 
dieselbe Asymptote berühren, auf derselben Seite def Asymptoten liegen^ 
dafs also die unendlich entfernten Puncte der Curve Wendepunete sind. 
Aus derselben Ursache, und da fär die nächstanliegenden Puncte die Derivirte 
wieder positiv ist, folgt, dafs die Tangente durch die unendlich entfernten 
Puncte hindurch ihre Richtung fortwährend in demselben Sinne ändert, während 
der Winkel cu (den das auf sie aus dem Mitlelpunct gefällte Perpendikel mit 
dem Hauptdurchmesser einschliefst) fortwährend wächst. 
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Dafs die Curve keinen Rückkehrpunct hat, Ififst sich am einfachsten 
daraus darthun, dafs fflr den Rflckkehrpunct entweder der Radiusvector einmal 
kleiner werden, oder in seiner Nähe die Tangente der Corve einmal mit dem 
Radiusvector zusammenfallen mufs; was Beides, wie leicht zu seh^n, im ersten 
Halbzweige nicht Statt findet. 

13. 
Die Entfernung der Tangente vom Mittelpuncte ergiebt sich aus (8.); 
naimlich 

P = p cos[i(a— l)§-}-fti] 
^ C084(a+l)| 

,| cos^(tf— l)i£— sin^(a— l)^tango cos^(g— l)|---'sin^(q--l)gtangft» 

~ eosKn + DI-i- . C08i(«+f)^/(l + lang««) 

Setzt man hierin für tangco seinen Werth, so ergiebt sich 

~ v'[(«+l)*-4«(cosi(a+l)|)']* 
Damit P possitiv sei, mufs die Wurzel posilw genommen werden. Der Werth 

von P liegt zwischen R und JR*— j-^-; und zwar ist zuerst P = R fQr |=0. 

Dann nimmt P ab, bis R ~. , während | bis — rr wichst; worauf, es 

wieder zunimmt, bis g= , . ist, u. s. w. Zugleich ist offenbar (o = fflr 
|=:0; also liegt fUr den ersten Halbzweig, *dacu fortwährend wächst (12.), 
der Winkel cd im ersten Quadranten, und zwar zwischen und . , inso- 
fern tanga; nicht negativ ist, beim ersten Halbzweige. Mithin durchläuft (o für 
4lie ganze Curve (aus 2(a4-l) Halbzweigen bestehend) nach einander alle 
Werthe von bis 2n, oder, allgemeiner, von bis 2y7i. Eben so dreht sich 
die Tangente beim Durchlaufen der Curve um den Winkel 2yn. 

Ferner folgt noch, dafs die Tangente immer zwischen den Mittelpunct 
und den Contaclpnnbl desjenigen Zweiges hindurchgeht, den sie berührt. 
Die Fufspunctscurve der Perpendikel aus dem Mittelpuncte auf die Tangenten 
der Curve liegt ganz innerhalb des Kreises, geht durch die v Contactpuncte 
und ist symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunct. 

FQr die ^^j^m/^/o/e wird: 

Pt a <»— < ,,,, I 2n+l _ 
= i% — nr% (O == wiTiH TT"^- 
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Da aber fOr den ersten Ralbzweig q>'=s— |— tt ist, so kann co' im Allge- 
meinen nur von der Form 

Cü. = r4-?l 

a-fi 

sein. Hieraus geht die Constmction der Asymptoten hervor. Sie bilden ein 
regelmäfsiges, mit dem Kreise concen Irisches /jL-\-vEck. 

14. 
Der Winkel &, welchen die beiden Asymptoten 'desselben Zweiges 
einschliefsen, ist das Supplement des Winkels ihrer Perpendikel aus dem Mittel- 
punct, also 

ff"=i 71 — 2 — i — n = "^--i — 71. 

Er dient offenbar als Haafs für die Ausdehnung der Zweige in die Breite, 
kann also zur Vergleichung der verschiedenen Curven in dieser Beziehung 
angewendet werden. 

Der Winkel & kann alle Werthe zwischen und n bekommen; denn 
für sie alle können /i und v rational und ganze Zahlen sein. Der Winkel ^9 . 
ist aber auch fflr jede Curve ein anderer; denn sonst mflliste 

fA — V /ti^ — y 

sein könhen, woraus 

JL — Hl 

folgen wQrde; was der Voraussetzung zuwider ist, dafs die Brüche — , y- in 

ihren kleinsten Zahlen ausgedrückt sind. 

Das i9 ist am kleinsten, wenn ^ — i/=l und ^-fv=:max. ist. Setzt 
man daher i/ = /t — 1 und Ififst ./^ wachsen, so nimmt die Anzahl der Zweige 
zu, wfihrend & abnimmt; und an der Grenze fi = oo wird /i'^ve=oo und 
t^ = 0. Setzt man dagegen y = 1 und Ififst wieder fi, aber (ülein, wachsen, 
bis ins Unendliche, so nimmt abermals die Anzahl der Zweige, ebenfalls. bis ins 
Unendliche zu, und der Winkel & wächst, und zwar bis n. Also liegen alle 
möglichen Curven zwischen zwei Systemen von unendlich vielen geraden 
Linien, von denen das eine aus den verlängerten Halbinessern des Kreises, 
das andere aus dessen Tangenten besteht. In beiden Grenzfäilen fdtlt die 
Curve mit ihren Asymptoten zusammen. 
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Bei dieser Gelegenheit Ififsl sich fragen, wie viele Cerven. aus einer 
geg^eaen Anzahl von Zweigen bestehen. Ist p die Anzahl der Zweige, so 
fragt es sich, auf wie vielerlei Weise (i und v in ganzen Zahlen sich so an- 
nehmen lassa, dafs sie zu einander relative Primzahlen sind, dafs ihre 
Summe p sei und dafs (i>v. Lafst man zuerst die letzte Bedingung aufser 
Acht, so ergeben sich, da auch v und ti'\-v relative Primzahlen sind, für den 

Bruch — so viele Werthe, als es Zahlen giebt, die zu ^V'\-v, d.h. p, relative 

Primzahlen und kleiner als fi-^-v sind, d.h. q>{fi'\'V)=^b^^^ t^^ . , .{b — l)(c— 1)..., 
wenn fi-\^v^=^p^=b^cy .... ist. Von diesen Brflchen ist aber offenbar die eine 
Hilfte nur die Umkehrung der andern, so dafs sich, wenn noch die Bedingung 
fi>y, mithin v <i2p hinzukommt, gerade die Hälfte von ^(f^.) findet, 
d.h. ift^-*cy-*...(ft-l)(c-l). 

15. 
Bezeichnet man durch ^, r{ und ^\ r{* die beiden Coordinatenpaare eines 
Doppelpunets der Curve, so finden (9.) die Relationen 

g' = 2mn - r{, r}' = %nn — r, 

fi^ — »■ * 

■ • 

fjr — y* 

Statt. Hatte der Punct noch ein drittes Coordinatenpaar ^^\ r(", so niOfste noch 

r' = 2m'n —r{, V" = 2n'^ - r . 
und 

r " = w'ti - v', V'' = 2ii"7r - r 

sein. Daraus würde aber 

folgen; was unmöglich ist (9.)^ Also hat die Curve AWit« mehrfachen Puncte, 
als Doppelpuncte. 

Es werde nun die Anzahl der Doppelpuncte gesucht. Zu dem Ende 
darf man nur die Anzahl der Doppelpuncte suchen, die auf dem ersten Halb- 
zweige liegen. Es soll also 

vn 



2»(m^— n») » 
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daher 

^ a u — V 



V 2v 

sein. Da aber auch ^>»0 ist, so mufs noch 



^ M 

!!<;»•—, 

V ' 



und da endlich 



ist, so mufs auch 



r>o, r<2i^ 



wi>0, m<Zv-\'i 
sein. Es sollen also die vier Ungleichheilen: 

m>0, 



»^ 


14 #i-^y 


n< 





zugleich Statt finden. Die beiden ersten bestimmen die Grenzen von 0t, un* 
abhängig von n; die beiden andern geben die Grenzen von n fBr jeden Werth 
von m. Zur Bestimmung von tn sind folglich nur die beiden ersten zu be- 
rficksichtigen ; sie geben fflr m alle v ganze Zahlen von 1^ bis v. Es ist 
also noch zu suchen, wie viele ganze Werthe von n i$fk beiden letzten Un- 
gleichheiten fQr jeden dieser y Werthe von m genu^tbun. 

• 

Es sei k die gröfste ganze Zahl im Quotienten — , und ^ der Rest, d. h. 
Dann sind die beiden Ungleichheiten folgende: 

■ * • 

Da nun v zu fi, mithin auch zu q, eine relative Primzahl ist, so giebt die 

Division — ^, wenn man dem m nach einander seine v Werthe von 1 bis v 

beilegt, zu Resten die y ersten ganzen Zahlen in verschobener Ordnung. Be- 
zeichnet man diese Reste durch a und den ganzen Theil des Quotienten durch p, 

40» 
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m 

SO ist 

a fA — V 



n> Arm + /; + — - ^^ 



wo a und p von m äbhfingig sind. 

Es sei jetzt v die Anzahl der Werthe von n, welche zu einem be- 
stimmten Werthe vom m gehören. Der gröfsU dieser v Werthe ist offen- 
bar kin^p, also mufs der kleinste km'\-p — (r — 1) sein. Dieser kleinste 
Werth murs noch immer gröfser sein als die unterste Grenze von n; aber 
so kleiir, dafs die unmittelbar kleinere Zahl kleiner ist als diese Grenze, oder 
ihr gleich. Dies giebt die zwei Bedingungen 

« 

Ar«! f ;» — (p - 1 ) > wiÄ + /» -f -^ - ii^ 

also *. • 

u — V a 

2v v 

Setzt man neeb, am v zu finden, 
so ergiebt sich 



, jr ü_ 

Da T<i2v und a>»0, so ist die Differenz -^ kleiner als 1, und da 

T>>0 und o<iv\\ ist, so ist sie gröfser als — 1; also ist 

Entweder o>\x\ dann ist ^ — — <0 und r = r. 

Oder es ist (T<;At: dann ist ^ — — >0 und r = r4-l. 

Nun durchläuft, wie gesagt, das a alle ganzen Zahlen von 1 bis y, 
wfihrend man dem m nach einander alle seine Werthe beilegt. Unter diesen 
V Werlhen von a giebt es, wenn r gerade ist (also wenn /t und v zugleich 
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ungerade sind), \{j — 2) Werlhe, welche kleiner sind als \r, mitbin v — ^(t — 2) 
Werthe, welche gröfser sind (darunter Einen, der gleich \r). Ist dagegen r, 
also auch fx — v ungerade, so sind \(t: — 1) von diesen Zahlen kleiner, und 
y — |(t— 1) ist gröfser als ^t. Folglich giebt es i(T — 2), oder i(T — 1) 
Werthe von m, von der Art, dafs für jeden von ihnen das n nach einander 
r-j-l verschiedene Werthe bekommt. För jeden der übrigen v — \{r — 2), 
oder V — ^(t — 1) Werthe von m nimmt das n nur r verschiedene Werthe 
an. Und da nun das |' sich ändert, so wie sich m oder n oder beide 
ändern, so ergiebt sich endlich fOr die Anzahl der gesuchten Doppelpuncte 
des ersten Halbzweiges Folgendes: 

L Wenti fi — V gerade ist, so ist die Anzahl 
K^-2)(r+l) + [a'-i(T-2}]r=;=^(2yr + ir)-l.= i(/t-a^-2). 
II. Wenn fi — v ungerade ist, so ist sie 

i(T-l)(r + l) + [i^-i(T-l)]r = |(^_v_l), 
also in beiden Fällen die ganze Zahl, welche unmittelbar kleiner ist als \{fi—v). 

16. 
Addirt man die Ausdrflcke von ^' und t', so erhält man 

Dieser Ausdrack ist nichts Anders als die ^ Coordinate eines Conlact- 
punets (8.}; and zwar des Cöntactpnncts desjenigen Zweiges, anf welchem 

I'' liegt, weil die Gröfse, welche zu §'' addirt wurde, kleiner ist als . (10.)- 

Aus der * Symmetrie der Curve folgt, dafs der Radiusveclor des Doppelpuncts 
den Bogen halbirt, welcher von den beiden Contactpuncten eingeschlossen ist. 

Kein Zweig der Curve wird von dem -ersten Halbzweige mehr als ein- 

* • 

mal geschnitten; denn wäre dies, so mOfste offenbar 

2(m'+H')Pn 2(m"-\-n")vn 

also 

m'+n' = iii"+n" 

sein, d. h. wenn ii'-f^'' ^^^^ Zahlen sind, die zwischen —1 und ^r' 
liegen, mflfste 
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» 

oder, wenn man m" — m' = mi setzt, 

sein. Ist nun m"';>fn\ also iWi, positiv, so ist auch u"~ vi <C ^Z'^ -{- 1 <! A:-f- 1 ; 



2v 

folglich ist die Gleichung nicht möglich. Schneidet aber kein Zweig den ersten 
Halbzweig zweimal, so kann auch kein Zweig den ganzen Zweig, der durch 
den Ponct F geht^ zweimiil schneiden; denn jeder Zweig ist. in einem klei- 
nern Centriwinkel als zwei Rechte eingeschlossen. Endlich kann auch kein 
Zweig sich selbst schneiden^ weil er sich fortwährend nach beiden Seiten 
von dem Halbmesser des Contactpunctes entfernt. Also findet sich die Anzahl 
alter Doppelpuncte der Curve, wenn man die Anzahl der .auf dem ersten 
Halbzweige liegenden Doppelpuncte mit der Anzahl der Halbzweige mulUplicirt 
und (da hierbei jeder Doppelpunct^ zweimal genommen wird) durch Zwei 
dividirt. Sie ist demnach 

= i(A^ + >')(/^— y— 2) oder üf^i-yKti—y—i), 
je nachdem /i — v gerade oder ungerade ist. 

Bei dieser Berechnung sind jedoch die unendlich entfernten Doppel- 
puncte ausgelassen. Diese finden sich, wenn man 

setzt. Daher ist 

Soll diese Gleichung möglich sein, so mufs a = ^T, mithin fi-^v gerade 
sein; also auch fi'\-v. Solche Puncte sind aber immer je vier Halbzweigen 

gemeinschaftlich (14.); mithin ist ihre Anzahl ^^' ^^ = j^(^-{-y); -Also ist 

die Anzahl aller Doppelpuncte immer 

• ■ « 

es mng fi — v gerade oder ungerade sein. 

Die Doppelpuncte bilden offenbar die Ecken von regelmäfsigen, mit dem* 
Kreise concentrischen fi'\^v^c\en. 

17. 
Soll eine Tangente eine Doppeltangente sein, so mdssen in ibrzw^ 
Tangenten zusammenfallen: d. h. es müssen die Perpendikel aus dem Mittel- 
puncte auf die beiden Tangenten einander gleich sein, und es dflrfen sich die 



iS. Stammer, über Kreucoordinateu. 315 

Winkel der Perpendikel mit dem Haaptdurcbmesser nnr um gerade Vielfache 
von n nnterscbeiden. Dies giebt 

cosi(-^5^i^)^i = +cosJ^-^^i^^ und w^ == W'\-2mn, 
also 

Man versuche zuerst das oberste Zeichen -f- Dies giebt 

Nun durchläuft (o, wahrend ein Halbkreis beschrieben ird. den Werth 
—7— (13.)* Also, um von einem Punete ^ zu einem andern ^i zu kommen, 

der von dem ersten | um . 2n absteht, d. h. gleichliegend mit ihm ist 

(10.)) mufs sich | ebenfalls um , vergröfsern. Es ist aber schon cu^ = 

03-\-2mn, mithin 

nv 
m = — i — • 

Demnach wäre also /c^-f^ ^^^ kleinste Werth von n und daher (o — 2m der 
kleinste Werth von cu^, während sich in (13.) fand, dafs cu^ nicht gröfser wird 

als 2v7i. 

• 

Es sind also nur die beiden Gleichungen 

^1 = — i S und (JOt = (ü4-2mn 

zu verbinden.' Die erste zeigt, dafs die Endpuncte der Coordinaten f und '^ 
gleich weit von den Contactpunclen der Zweige, zu denen die beiden Punete 
gehören (10.) 9 eher nach entgegengesetzten Seiten abstehen, dafs mithin die 
Punete selb^ in Bezug auf den Halbmesser, welcher den von den beiden 
Conbclpuncten begrenzten Bogen halbirt, symmetrisch liegen. Die Doppel- 
tangente steht daher senkrecht auf diesem Halbmesser« Solcher Halbmesser 
hat aber die Curve 2(^4''^)* ^^^ ^^ °^^ ^1 '° ^^^ Gleichung ci>| = ci> -[- 2»i7i 
zwischen und 2vn liegt, so kann m demnach v verschiedene, theils positive, 
theils negative ganze Werthe bekommen. Folglich ist die Anzahl der Doppel- 
tangenten 2v{fi'\'v). Da aber hier jede Doppellangente zweimal gerechnet 
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wurde, so ist die Anzahl in der Tbat nur vifi-^vY^ unter welcher auch die 
fi'\-v Asymptoten mit inbegriffen sind (12.). 

Addirt man die Anzahl der Doppelpuncle und Doppeltangenten, so 
erhält man 

ein Ausdruck, der nur von der Anzahl fi-^-v der Zweige abhängl. . 

Dafs diese Resultate nicht mit den Eigenschaften der allgemeinen alge- 
braischen Curven äbereinstimmen., ist nicht zu verwundern, da alles Imaginäre 
aufser Acht gelassen wur^. 

Im Mai 1850. 

(Die Fortsetzang folgt.) 
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19. 

Zwei Zahlen- Aufgaben ; die erste mit der Auflösung, 

die zweite noch aufzulösen. 



Erste Aufgabe, oebst Auflösung. 

1. 

JJie Aufgabe ist von einem bekannten Spiele oder sogenannten Kunst- 
stucke mit Spielcarten hergenommen, giebt aber zu einer nicht ganz ein- 
fachen mathematischen Rechnung Anlafs und erfordert zur Auflösung etwas 
eigenthflmliche Kunstgriffe. 

Dafs diese Untersuchung aus einem blofsen Spiele entspringt, wird 
wohl keinen Anstofs finden. Auch das Schachspiel ist ein blofses Spiel, und 
doch haben die berühmtesten Mathematiker es nicht verschmäht, sich mit 
mathematischen Untersuchungen darüber zu beschäftigen. 

2. 
^ Das gedachte Spiel oder Kunststück mit Spielcarten ist folgendes. 

Man legt 21 beliebige Garten in 3 Haufen, jeden von 7 Garten, wie 
folgt, offen hin: die zweite Garte rechts neben die erste, die dritte rechts 
neben die zweite, die vierte auf die erste, die fünfte auf die zweite, die 
sechste auf die dritte, die siebente wieder auf die vierte u. s. w., und läfst 
aus allen 21 Garten irgend eine wählen. Darauf nimmt man den Haufen, 
in welchem sich die ausgewählte Garte befindet, in die Mitte zwischen die 
beiden andern Haufen, ohne sonst die Garten zu mengen, legt von Neuem, 
^anz wie vorhin, die 21 Garten in drei gleiche Haufen aus, nimmt wieder 
den Haufen, in welchem sich Jetzt die ausgewählte Garte befindet, in die Mitte« 
und legt die Garten zum drittenmal in drei gleiche Haufen aus. Nach diesem 
dritten Auslegen ist die ausgewählte Garte immer die mittlere in dem Haufen, 
in welchem sie sieb befindet, also, wenn man diesen Haufen wieder in die 
Mitte nimmt, die mittlere von allen 21 Garten, das beifst, die Ute von oben, 
oder von unten; gleichviel ob die gewählte Garte beim ersten Auslegen die 
erste, zweite, dritte, vierte, fünfte, sechste oder siebente in ihrem Haufen war. 
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3. 

Sieht man nun von den Spielcarten und ihrer beschränkten Anzahl 
ab und nimmt eine beliebige Anzahl m von Gruppen, jede mit einer beliebigen 
Anzahl n von Elementen e^^ e^^ ^59 •••• ^n an, so entstehen die Fragen: 

Erstlich, ob immer, iüv jedes m und n, durch wiederholtes Umlegen 
der Gruppen auf die oben beschriebene Weise, jedes Element ei^ der ersten 
mittlem Gruppe zulel;st in die Mille der letzten mittlem Gruppe gelange. Und 

Zweitens, wenn dies der Fall ist: wie oft zu dem Ende die Gruppen 
umgelegt werden müssen ; wobei, wie sich zeigen wird, keinesweges, wie bei 
n :== 7 und m = 3, immer gerade ein \{n — 1) = 3maliges Umlegen nöthig ist. 

4. 

Es sei 
171 = 2/^ — 1 die Anzahl der Gruppen, so dafs die ^te die mittlere ist. 

n =z2v — 1 die Anzahl der Elemente in jeder Gruppe, so dafs das v\e Ele- 
ment das mittlere in seiner Gruppe ist. 

m und n mOssen nämlich nothwendig beide ungerade Zahlen sein^ 
weil sonst, wenn eine von beiden, oder beide gerade wären, die Gesammt^ 
zahl mn der Elemente gerade sein und es folglich kein mittelstes Element 
von allen geben würde. ^ 

k sei die Zahl oder Nummer des zum erstenmal in dem mittleren Haufen 
ausgewählten Elements e^; so dafs also Ar = 1, 2, 3, ... . n sein kann. 

r sei die Nummer oder Zahl der Gruppe, in welche e^ durch das erste 
Umlegen gerälh. 

l sei die Zahl der Elemente, welche nach dem ersten Umlegen dem Ele- 
mente e^ in der neuen mittleren Gruppe vorhergehen. 

kl sei die Zahl oder Nummer, welche «^ oBch dem ersten Umlegen in dem 
neuen mittleren Haufen bekommt; so dafs also «a zu tf^, y^vti. 

5. 
Um die Aufgabe zu versinnlichen, wollen wir erst einige Beispiele 
in etwas größeren Zahlen hersetzen. 
Es sei 

n == 53. 
Dann ist 
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Für fA=:3 Für fi = 5 



Für f* = 7 Für ju = 9 
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Gesetzt das ausgewählte Element e^, sei das erste in der ersten mitt- 
leren Gruppe, also Ar = l, so wird es in diesen Beispielen durch das erste 
Umlegen fOr m = 3 zum Ari = 36ten in der neuen mittlem Gruppe. Beim 
zweiten Umlegen wird dies 36te Element, da jetzt Ar = 36 geseUt werden 

41* 



320 /^. Zwei Zahlen 'Aufgaben. 

mafs, zum 24ten. Beim dritten Umlegen wird das 24te Element zum 28ten 
und beim vierten Umlegen wird das 28te Element zum 27, also zum mittlem, 
und bleibt dies auch beim fernem Umlegen. 
FOr m = 5 und Ar = 1 wird ei, der Reihe nach zum 32fen, 26ten und 27ten, 

• also zum mittlem; 
Ffir m = 7 und k=i wird ej^ der Reihe nach zum 31ten, 26ten und 27ten, 

also zum mittlem; 
Für m = 9 und ^= i wird e^ sogleich vom 30ten zum 27ten mittlem. 

Wir wollen Dies und noch fflr einige andere Werthe von Ar zusam- 
menstellen. Die Nummer des ausgewählten Elements wechselt der Reihe nach 

wie folgt: 

Für m = 5. 

32, 26, 27, 

32, 26, 27, 

31, 26, 27, 

28, 27, 

24, 28, 27, 

22, 28, 27, 

Für Jedes k wird in den Beispielen e^ auf diese Weise durch wiederholtes 
Umlegen zum mittleren aller mn Elemente. Aus dem Folgenden wird Dies 
nebst der Art der Berechnung der obigen Beispiele hervorgehen. 

6. 
Vor dem ersten Umlegen ist das Element ^j^, da es in der mittleren 
Gruppe liegt, das A:te in dieser Gruppe, also das |(m — 1 ) n -f Ate == /iii -f A:te 
von Men mn Elementen. Nun geben ihm beim ersten Umlegen in den 
m Gruppen Xm Elemente vorauf; also wird das ^(i/i — l)n-[-Arte Element in 
die ^(m— l)n-fAr — Xinte Gruppe gebracht und folglich ist 

(1,) r == in{m—i)'\-k — Xm. 
Da dem e^ (jetzt 6^^) in der neuen mittleren Gruppe k Elemente voraus^ 
gehen, so ist es das n — iXe in der neuen mittleren Gruppe, also ist 

(2) i *' = "-^> 

\mki = mn — Xm. 

Dies giebt also vermöge (1.) mki—r = mn—^n{m--\)—k=\n{m\\)—k, 
nnd daraus folgt 

f^\ k — i«(m+l)-*+r 







Für m = 3. 


Für k = 


= 1, 


36, 24, 28, 27, 


- k = 


= 2, 


35, 24, 28, 27, 


- k = 


= 6, 


35, 25, 28, 27, 


- k = 


= 20, 


29, 26, 27, 


- k = 


= 43, 


22, 29, 26, 27, 


- Ä = 


= 53, 


17, 30, 26, 27, 



Fflr m = 7. 


Ffirm = 9. 


31,26,27, 


. 30,27, 


31,26,27, 


30, 27, 


30, 27, 


29, 27, 


28, 27, 


28, 27, 


25, 27, 


25, 27, 


23, 27, 


24, 27. 
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So findet sich ki aas k, wo aber r, welches 

(4.) r = 1, 2, 3 . . . . m 
sein kann, noch unbekannt ist. 

7, 

Es mag nun zunfichst die erste Frage (§. 3.) untersucht werden : ob 
fOr jedes ungerade m und n durch wiederholtes Umlegen der Gruppen, auf 
die oben beschriebene Weise, jedes Element «j^ in die Mitte der letzten 
mittleren Gruppe gelange. 

Man stelle sich zu dem Ende die n Elemente e^^ in Theile, jeden von 
m Einheiten, getheilt vor, und zwar so, dafs das mitttere Element ^Kn+i)? 
welches durch 

bezeichnet werden mag, in der Mitte eines der Theile von m Einheiten liegt. 
Dann kann jW^^ k wie folgt ausgedrückt werden: 

rß"^ il. Ä = \(n-\-\)-\'xm±if, wenn k> ^{n-\'\) und 
^ '^ (2. k = i(n + l) — rm + p, wenn Ä<i(n-f 1) 

ist, wo T jede beliebige ganze positive Zahl 

(7.) T = 0, 1, 2, 3, 4 

und 

(8.) p = 0, 1, 2, 3, 4 . . . . i(m — 1) 

für jedes x ist; jedoch darf fflr t=:0 in (6. 1.) nur -|-(i und in (6.2.) nur 
— ff angenommen werden. 

8. 
Setzt man nan die beiden Ausdrücke (6.) in (3.)« so erhfilt man für 
das zn einem beliebigen k gehörige k^ folgende Ansdrflcke: 

1. iiiÄ, = ^ii(»i-j-l)-|-r — ^(«-|-1) — T»i + (» 
(9.) J =\{n-\-\)m — \{m-\-\)-\-r — xm + (f für Ä>»|(n-fl) und 

2. mki = ^n(m-\-\)-\-r — ^{n-\-\)-\-'tm±Q 
= i(n-l-l)m — ^(w-f l)-fr-j-Tm±(» för Ä<.|(ii-f 1), 

und daraus folgt 

1. k, = ^(n4-l)-T-f >— ^^"*+^)+P for k>^{n-\-\) und 
|2. k, = ^•(»4.l)4.T4. '-*('M-<)±g fflr ^<i(n4-l). 
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Da in diesen Ausdrücken Kn-f-l) und r ganze Zahlen sind und 
ki=^n — l (2.) es nothwrendig, eben wie n und ly gleichfalls isL» so niufs auch 

die in den beiden Ausdrücken (6.) vorkommende Gröfse ^^* "^ — ^ notb- 

wendig irgend eine ganze Zahl ß sein, also mufs 

(11.) r-i(rii+l)±p = ßm 

sein. Der kleinste Werth von ßm wäre der für den kleinsten Werth von 
r (4.) und für den kleinsten Werlb — (> = — ^{m — 1) (8.) von — q, also 

(12.) ßm = 1 — ^.(m+l) — i(m— 1) = 1— m. 

Der gröfite Werth von ßm wäre der für den gröfsten Werrii m von r (4.) 
und für den gröfsten Werth -f p = |(m— 1) (8.) von -fp, also 

(13.) ßm = m — i(m-f l)-f|(m— 1) = m — 1. 

Die übrigen Werthe von ßm liegen zwischen i-^-m und r/i—l. 

Beide ßm=l — m und m— 1 gehen aber für keine ganze Zahl 
ß'>0 oder ß <iO mit r/i auf: also kann nur 

(14.) /9 = 

sein, und daher ist in (10.) blofs 

ri41 )*■ *» = *(« + !) -^ för Ä>i(»+1) und 

'^ '^ ^2. Ar, ^ i(n4-l) + T für Ä<i(n-i-l). 



9. 
Aus (14.) zeigt sieb zunächst, dafs 

(15.) i*' *i<i('»+^> '«*' föf *>*(» + !) "n^ 



2. Ar,>i(»+1), für Ä<i(w-f1). 
Desgleichen zeigt sich, dafs 

(16.) Ar. = J(»+1) 
ist fflr T==0, also dafs vermöge (6. l.u. 2.) 

1. Ar, = i(n-f-l) für A:= »(»-j- 1)4-0, 1,2,3.... i(m — 1), 
^--^ . also für Ar>^(n-f 1), und eben so ' 

^ •-' <2. Ari = 4(n-f 1) für Ar==^(n-j-l)— 0, 1, 2, 3....i(in-l), 



also für Ar<i(n+1) 

ist; so dafs für den ganzen mif Heren Theil der Werthe von Ar^ von m Ein- 
heiten, kl gleiehmäfsig =^(n-f 1)=:A% ist. 
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10. 

Nun bezeichne man die Abstände der k und k^ von dem mittleren 
Werihe i(ii-{-l) der k und k^ durch i und (fi, so ist 

1. (y = Ä — 4(n+l) und (y, = i(ii-f 1) — Ar,, für A>i(n-f 1) und 
9^-l{n'\'\) — k und (J, = Ar, — i(n-}-l) für Ar<^(n+1). 

Dies giebt vermöge (14. und 6.) 



(18.) }»: 



riQ"» )^* ^ = rm±ff und J, = t für At>»i(n-f 1) und 
|2. <y = Tin + p und <y, = T fQr Ä<^(n-i-l). 

Für T = ist nach (§.9.) »in»»«r Ar, = i(»4-1) für *^i^(n-fl). 
Es kommen also hier nur noch die Fälle r >> in Betracht. Für diese Fälle 
ist aus (19.) 

(20.) J — ^1 = »(in— l)±p. 

Das kleinste iii=f3 ist m — 1 = 2, und das zugehörige gröfste (>=^(fn— 1)=:4; 
also ist der kleinste aller möglichen Werthe von d — 3i 

(21.) (T-cy, =: 2t— 1; 

und dies ist immer positiv, für jedes t>>0. Nimmt m zunächst um 2 zu, 
so nimmt das gröfste (i = ^(i7i — l) um 1 zu, also das kleinste d — di um 
2r — 1, und dann ist & — di um so mehr positiv. Für in>>3 ist also d — di 
ebenfalls positiv. Folglich ist d — di immer positiv und mithin 

(22.) ä'^di für jedes k, m und n. 

Es folgt hieraus, dafs ki immer der Mitte näher liegt, als k. 

11. 
Hieraus folgt demnach, dafs durch die erste MmXegving jedes Element e^. 
intlem es zu ej,^ wird, der Mitte näher rückt. Also durch die zweite Um- 
legung, durch welche e^^ zu e^^ wird, rflckt das Element der Mitte wiederum 
näher; durch die dritte ebenfalls, und so weiter; und zwar jedesmal wenige 
stens um 1, weil 9 — di (21.) mindestens ==1 ist, fflr alle r>>0. Was 
also auch ei,^ sein mag, zu welchem e^^ durch die erste Umlegung wird : immer 
mufs durch eine gewisse Zahl a von Umlegungen jedes Element et zuletzt 
in die Mitte^^^n-^-l) gelangen. 

m 

Dies beantwortet die erste der beiden Fragen in (§. 3.) unbedingt 
mit Ja. 
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12. 

A. Wenn A:uinl,2, 3....iii zuniminl, so nimmt zufolge (1.) 
r ebenfalls um 1, 2, 3 .... m zu, also bleibt far diese m verschiedenen Werthe 
von k der Werlh von —k'{-r, und folglich vermöge (3.) auch der Werth 
von kl derselbe. Also zu je m verschiedenen auf einander folgenden Werthen 
von k gehört derselbe Werlh von k^. 

B. Hat k um mehr als m zugenommen^ so ist in (1.) A um 1 gröfser 
geworden und folglich vermöge (2.) ki um i kleiner. Und so weiter für 
jede Zunahme von k um m. Folglich durchläuft k^^ eben wie k, alle 
Zahlen, von seinem gröfslen bis zu seinem kleinsten Werthe. 

C Wie schon aus (3.) zu sehen , nimmt stets ki ab, wenn k zu^ 
nimmt In der Mitte A: = ^(n-f 1) treffen vermöge (§.9.) beide zusammen. 

D. Das gröfste k^ findet also fQr das kleinste k=l und das kleinste 
kp fQr das gröfste k = n Statt. Demnach ist aus (3.) 

(23.) l ' "^ 

2 ^ _ in(m+l)-.+ r _ i»(m-l)+r ^^^ ^^^.^^^ ^ 

m • m 

13. 

Ein allgemeiner Ausdruck des Elements, zu welchem nach einer ge- 
wissen Zahl von Umlegungen ein beliebiges Element e^ wird, kann aus (3.) 
auf die Weise gefunden werden, dafs man in (3.) k^ statt Ar setzt, welches 
kl giebt, hierauf A:, statt Ati, welches k^ giebt, und so weiter. Dabei mflssen 
die r von einander unterschieden werden. Man setze also zufolge (3.), welches 
wegen ^(m4-l) = t^> mki = fih — A-j-^ giebt: 

fin~k = mki — r, • 

fin — ki = ^^fh — ^11 

(24.) </'""-^ =•"*»-'•«' 
fin — ki = fiiA:4 — r,, 



i^n — A:^.i= wiAr^ — r^.i. 

Hieraus läfst sich leicht durch Elimination ein Ausdruck finden, der nur das 
erste k und das letzte kg enthilt, so dafs das eine durch das andere be- 
stimmt wird. 
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Maltiplicirt man nemlich die Aasdrflcke (24.) der Reibe nach mit rn% 
m', -\- »»% — m% . . . , so erhält man 

■\- /^n — k == -f «lAri — r, 

— ftmn -\-mki = — »i'A'2-f-»*r,, 

/'o^^ y -{-fM.m^n — m'^kt = + m' A:, — mV, , 

— ,(tm n — »i ffj = — m ä« — »» »•3, 



also 



and hiervon ist die Summe . 

(26.) ^it (1 — »I -f OT- — m* . . . -(- (—1 )-* m'-O — k 
= (— l)"-'«»"/?. — r + »ir, — mVj-j-mVj... (— l)-»r,_,, 
oder, da 

(1 — m + m* — m' 1- (— l)''-*«»"-^ (1 + m) 

^ 1— m^m'— Hl' [-(— ir-^m"-* 

-|-»i— m'+»n' 1-(— l)''-'iii''-*4-(— 1)'-»»»% 

= l-j-(— l)"-'m% 

(^7.) l — m-f-m-— m» {-(— 1)-'»»-» == * + ^~^^~'"*' 

ist, so ist in (26.)^ da ^ = ^(//i-[- 1): 

(28.) A: + (— 1)^-^/1^*^ 

= ln[l-|-(— l)*'-*iiiT-|-r — t/iri-f »»^2 — mV, [-(— 1 )''"''»»''"' ^a-i; 

wo ko durch A^ oder k durch A*^ bestimmt wird, sobald die r gefunden sind. 
Zu bemerken ist, dafs es, da nach (§. 11.) jedes Element e^ für Jedes k 
durch eine gewisse Zahl a von Umlegungen in die Mitte i(ii-f 1) von n 
gelangt, so dafs immer 

(29.) Ar,= iCn + l) 

ist, tür Jedes k ein a geben mufs, fOr welches nach (28.) 

A+(-lr-^m^i(n+l) 

= ^ii+in(— l)^-*m^-f-r — iwri-fmVj — mVa h(— l)*^'.*^*'"*^a-i oder 

(30.) k= Jn-l-r — mri-fmVa — mV,. .-. + (— l)*'-*iii^-'r^.i — i(—l)''-'m*' 

ist. 

14. 
FQr bestimmte n, m und k lassen sich die k der Reihe nach in' Zah- 
len leicht nach den Ausdrflcken (24.) berechnen. 

CreUe^s Journal f. d.xM. Öd.XLIV. Heft 4. 42 



326 



19. Zwei Zahlen 'Aufgaben. 



Wir wollen diese Berechnung für ein etwas grofies n und fflr A; 
iiersetzen. Es sei 

(31.) n= 10351, so dafs l(n-}-l) = Ä, = 5176 ist. 

Dies giebt nach (18.) Folgendes f 

Für m = 3, also /« = i(m+ 1) = 2. 



(32.) 



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 



2.10351- 1 
2.10351-6901 
2.10351—4601 
2.10351—5368 
2.10351 — 5112 
2.10351-5197 
2.10351—5169 
2.10351—5178 
2.10351-5175 



3.6901—2 
3.4601—2 
3.5368-3 
3.5112 — 2 
3.5197-1 
3.5169 — 2 
3.5178 — 1 
3.5175 — 1 



, also kl — 


6901 , 


, also Afj — 


4601 , 


, also Ar, — 


5368, 


, also k^ 


5112, 


, also ^5 — 


5197, 


, also Are -^ 


5169, 


, also k^ 


5178, 


, also Ats 


5175., 


, äIso A'q — 


5176 


30 9. 





(33.) 



1. 
2. 
3. 
4. 



= 3.5176 — 1 

= i(./i + l) = Ar„ all 

Für m := 11 , also /t := ^(m-f i) = 6. 
6.10351— 1=^11.5646—1, also Ä, = 5646, 
6:10351-5646 = 11.5133 — 3, also Ä-, = »133, 
6.10351—5133 = 11.5180 — 7, also k^ = 5180, 
6.10351—5180 = 11.5176 — 9, also Ar« = 5176 



^a1 



also (7=4. 



Für m = 199, also ^= i(m-f i) = 100. 
(1. 100.10351— 1 = 199.5202— 98, also Ar, =-. 5202, 
(34.) 2. 100-10351—5202 = 199.5176 — 126, also k^ = 5176, 

( == j^(ii-[-l)=Ä^, also (7 = 2. 

FQr 7/1 = 3 gelangt also das Element ^a = 1 durch A\e neunte, für 
Hl = 11 durch. die vierte und für m= 199 schon durch die f^weite Umlegung 
in die Mitte det* mittleren Gruppe, folglich in die Mitte aller, deren Anzahl 
mn beziehlich =31503, 113861 und 2059849 ist. 

15. 
Es ist nun weiter die Frage, durch wieviele Umlegungen ein beUehiges 
Element ei^ in die Mitte aller gelangt. 

A. Man setze die Zahl ki von e^,, auf welche eine Umlegung fahrt, 

(35.) Ar, = i(Ä-| 1)±6, 
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so werden vermöge (3.) die Zahlen aller der Elemente e.i, welc}ie durch die 
Umlegung gleichmäfsig auf e«, gebracht werden, durch 

(36.) k = ^n{m^\)-\-r — mki = i»(n»-f 1) — 4»t(n + l) + »ie-|-r 

= ^(» — m) + «ie-f-r 

ausgedrückt, und es sind dies, da r= 1, 2, 3 .... m sein kann, die Zahlen 

(37.) k = \{n — »i)HFmc-|-l, 2, 3, ... m; an der Zahl m. 

Der Reihe nach sind es hier für e=l, 2, 3, 4 .... die Zahlen 

/l. .Ä==i(n— »i)-|- 1,2,3,4,....»! für e = 0, 

also für Ari = |(n-fl), 

2. k = \(n—fn]-f m -f 1,2,3,4,. ...iii = i(n-|- «»)+l,2,3,4,....fn 

für e = — 1, also ki==\{n-\-\)—U 

3. Ä = ^(n— in)-|-2in+ 1,2, 3,4,:... »i = |(ii-f3m)+ 1,2,3,4,....»! 

für f = -f.2, also für *, = i(ii-|-l) — 2, 

4. Ar=i(n—»»)-f3»»-f 1,2,3,4,. ...«!==i(ii-{-5»!)-f 1,2,3,4,....»! 

für e = -f 3valso für ki — \{n-\-\) — % 



(38.) 



5. k^=^\{n—m)— m-j-l,2,3,4,,.,,i» = i(n— 3iii)4-1^2,3,4,....m 

für € = + 1, also fflp Ä,±=|(ii-f 1)4-1, 

6. Ä = i(n— f/i)— 2m 4^1,2,3,4,... .»* = 1(11— 5m)4- 1,2,3,4,. ...m 

für 6 = 4-2, also für Äi = ^(ii4-1) + 3, 

7. Ä = i(n— m)— 3m 4- 1,2,3, 4,... .m = 4^(n— 77/1)4-1, 2,3,4,. ...m 

für « = 4-3, also fflr A:i = |(ii4-l)4-3; 



jedesmal m an der Zahl; und alle diese k sind von einander verschieden 
und scbliefsen sich der Reihe nach an einander an; denn (32.1. 2. 3. 4. ...) 

zahlen ununterbrochen vorwärts, und (32. 1.5.6.7 ) rückwärts.' 

B. Nun bezeichne man die nültlere Zahl •i(n4~l), auf welche die 
letzte Umleg^ng nolh wendig immer führt, durch 

(39.) iS:=i(«4-l), 
und diejenigen Zahlen, welche durch diese letzte Umlegung auf K gebracht 
werden, durch iC|, so ist zufolge (38. 1.) 

(40.) üCi = |(n — m) + 1,2, 3,4, m. 

Unter diesen m Zahlen Ki befindet sich auch X=^(n4-1) seihst, oemh'ch 

K| = ^(n — m)4-i(«»4'^) = i(^"f ^)* -^'^^ ^'"^ ®^ ^^^^^ ^^^ sondern nur 
m~-1, von JSC==^(n4-l) verschiedene Zahlen JRC|, welche durch die letzte 

• 42 * 
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Umiegung auf J^ gebracht werden. Die eine Hdlfte davon ist gröfser, die 
andere kleiner als Hn-j-l). 

C. Da nun die Zahlen, auf welche die gegebenen Zahlen 1, 2, 3/4, n 

durchbin« Umiegung gebracht werden, nach (§.12. 0.) alle Zahlen von 
ihrer gröfsten bis zur kleinsten durchlaufen, so kann man, statt wie in (0.) 
von jK=^(n-}-l), auch von K±b ausgehen. 

Geht man von K±_\ aus, so giebt dies 2m neue Zahlen K.. Und 
wenn man Dies auf die m — 1 Zahlen K^ in (40.) anwendet, die. auch durch 

JSC+l, 2,3, l(rn—\) = |(n-f 1) + 1, 2, 3, i(wi — 1) ausgedrückt 

werden, so erhalt man \{m — l).2m = r/i(m — 1) neue Zahlen. 

D. Betrachtet man weiter für die vorletzte Umiegung diese m(f/i — 1) 
neue Zahlen als die IC+e in (C), so erhält man m^{m — 1) neue Zahlen. 

Ferner für die vorvorletzte Umlegung m^(m-»-l) neue Zahlen. Und so 
weiter. 

Also werden durch a Umlegungen zusammen 

l-|-(7/i — l) + m(m— t) + m'(m-l)-f 7w*(fn — l)...--f m''~'(m— 1) 

(41.) = m% 
sfimmtlich von einander verschiedene ei, zum mittleren ^a0== i(''4~^)* 

E. Es sind aber nur n verschiedene e)^ vorhanden ; also werden diese 
alle durch o Umlegungen in die Mitte gebracht, sobald 

(42.) m^^n und m''''^ <in ist. 

Es können aber auch Elemente ^^ schon durch weniger als o — 1 Um- 
legungen in die Mitte gebracht werden, wenn k nicht eine der äufsersten 
Zahlen 1 oder n ist: tnehr als aUmlogungen sind für keine der &== 1, 2, 3, . . . n 
nöthig. 

In den Beispielen (32, 33, 34.) zeigt sich Dies. Nemlich es ist 

m 

Die a=9te Potenz von m = 3 zuerst gröfser als it = 10351, nemlich 
= 19683, während 3^ erst =6561 ist, so dafs also (T = 9 Umlegungen 
die äußerste Zahl A = l in die Mitte bringen. 

Die (T=4te Potenz von in= 11 ist zunfichst gröfser als iis=10351, 
nemlich =14641, während 11^ erst 1331 ist; also bringen a=4 Um- 
legungen die äufserste Zahl A:==l in die Mitte. 

Die a = 2te Potenz von m=199 i^t = 39601 >n= 10351; also 
bringen schon (7 = 2 Umlegungen die fiufserste Zahl 1 in die Mitte. 
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F. Für mr-^n isl nach (41.) <y = l; also wenn die Zahl m der 
Gruppen der Zahl n der Elemente in jeder gleich ist, bringt schon die erste 
Umlegung jeden Element e^ in die Mille. 



16. . 
Wir wollen die Ergebnisse des vorigen Paragraj^bs durch die Beispiele 
in (§. 5.) , also an n = 53 versinnlichen. 
Für «1 = 3 erhält man 



(43.) 



I. u. 

26 
28 



27 



HI. IV. 

23 24 25 U 15 16 17 IB 19 20 21 22 
29 30 31 32 33 34 85 36 37 38 39 40 



Für m = b ergiebt sich 



(44.) 



I. II. in. 

25 15 16 17 18 19 

26 20 21 22 23 24 

28 30 31 32 33 34 

29 35 36 37 38 39 



V. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 iO 11 12 13 
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 



IV. 



27 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 



In (43. und 44:) steht in der Spalte I. die imitiere Zahl 27 =:|(ii + l). 

In der Spalte II. stehen in (43.) die m— 1 = 2 Zahlen 28 und 26, 
und in (44.) die m— 1=4 Zahlen 28, 29 und 25 und 26, welche an die 
mittlere vor und zurflck sich anscbliefsen und welche durch eine Umlegung 
auf die mittlere gebracht werden. 

In Spalte III. stehen in (43.) die (m— l)m = 2.3 = 6 Zahlen 29 
bis 31 und 23 bis 25, und in (44.) die (m— l)m = 4.5 = 20 Zahlen 30 
bis 39 und 15 bis 24, welche an die in (II.) vor und zurück sich anschliefsen 
und welche durch eine Umlegung auf die Zahlen in (IL)? ^Iso durch awei 
Umlegungen auf die mtttlere gebracht Werden. 

In Spalte IV. stehen in (43.) die (m — l)//i' = 2.9 = 18 Zahlen 32 
bis 40 und 14 bis 22, und in (44.) die noch übrißen gröfsten und kleinsten 
Zahlen 40 bis 53 und 1 bis 14, welche an die in (III.) vor und zurück sich 
anschliefsen und welche durch eine Umlegung auf die Zahlen in (III.), also 
durch drei Umlegungen auf die mittlere gebracht werden. 

In Spalte V. stehen in (43.) die noch übrigen gröfslen und kleinsten 
Zahlen 41 bis 53 und 1 bis 13, welche an die in (lY.) vor und zurflck sich- 
anschliefsen und durch eine Umlegung auf die Zahlen in (IV.), folglich durch 
tier Umlegungen auf die mittlere gebracht werden. 

Hieraus ist leicht zu flbersehen, wie es sich allgemein, fflr beliebige 
n, m und k verhalle. 
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Erstlieh. Vou den A:>|(n-j-t) werden folgende auf die mittlere 
gebracht : 

Durch eine Umlegung die ^(m—i) Zahlen ^(ii+ 1)t1 

bis i(n + tHi('«-l) = iin^m), 

Durch 2fi?€t Umlegungen die \(m—i)m Zahlen ^(ii-f»i)-f 1 

bis ^{n-\-7n)'{-i(m—l)tn = i(n4-m^), 
(45.) / Durch drei Umlegungen die ^(m — t)in^ Zahlen ^(»-f '^^)4^ 

bis Kn-fy/i^)+i(7n— l)m^ = i(n^m^). 

Durch a Umlegungen die ^ ( w — 1 ) «i*"*"* Zahlen 1 C* + *'•''■'*) "f ^ 

bis l(ii4-»0 + i(m— l)iw*'-* = i(n-}-»i'). 

Zweitens. Von den Ar^iC^^-f ^) werden folgende auf die mittlere 
gebracht : 

Durch eine Umlegung die 4(m— 1) Zahlen ^(n-j-l) — i(w»--1) 

bis i(» + l)~l ^^^^ ^^'^ i(w— ^) + l his i(n — 1), 
Durch «tr^* Umlegungen die |(in—l)i9i Zahlen i(n — m)-}-! — ^»i(iii — 1) 
= 4-(n-w^) + l bis Kn— l)-i(f/i-t) = i(n-w), 
(46.) ^ Durch drei Umlegungen die |(iw— 1 )m' Zahlen i(»— «w^)-j- 1 — i(m—t)m^ 

= |(n — m')+l bis ^(n — m) — |(m— l)in = ^(» — m"). 



Durcha Umlegungen die ifi»—l)m^-* Zahlen i(n-fii*'-*)-f 1— i('^— l)^**"* 

= ^(n — nO-f-l bis i(ii — m^') — i(i» — l)iii«-"* = (« — w)<'-\ 

Zusammen also werden durch a Umlegungen 

._ iDie ^(m— 1)«»'-' Zahlen Von i(n-\-m''-')-\-l bis i (»i -f- »i") * und 
j Die i(«i —'!)»»''-» Zahlen von ^(n — m'')+l bis i(n — i»"-') 

auf die mittlere ^(n-}-l) gebracht, wo 

(48.) ^ = 1, 2, 3, 4 . • • . bis zu der ganzen Zahl sein kann, 

für welche zunächst m^'^n ist. 

Für dieses gröfste a werden 

(49.)* Durch a Umlegungen nur die Zahlen ^ (H -f i»*''"*) -f- 1 bis n 

und die Zahlen 1 bis |(n — m*""') 

auf die mittlere l(n-f 1) gebracht. 

Die Anzahl z der Zahlen, welche auf die mittlere i(n-f 1) gebracht 
werden, ist: 
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(50.) 



Ffir eine Umleguog z^ 
Fflr zwü Umlegongen z^ 
Für drei Umlegangen z^ 



(m 



1, 



Für cj— 1 Umlegangen z„^i 
Für (7 Umlegungen z^ 



(m—1 )»**""% wo noch »t'""*<C» ist, 
n — m""^; wo m*>>ii ist. 



Nämlich die 1, 2, 3, a — 1 Umlegungen neiimen, mit Einschlufs der einen 

mittleren Zahl i(n-f l), 

(51.) l+m — l+(i»— l)»i-}-(jn— l)m^ \-(m — l)m'"'^ = m'"'' 

Zahlen hinweg und es bleiben also fflr die ate Umlegung nur noch n — m''^ 
Zahlen übrig. 

Es mag dies noch aaf das Beispiel in (§. 14) , also aaf 
(52.) n = 10351 und »i = 3, 11 and 199 
angewandt werden. 

Es werden liier znr taittieren Zah\ ^(n-f 1) = 5176 nach (45. and 46.): 

Für m — 3. 

Durch eine Umlegung die m — 1 = 2 Zahlen 5177 und 5175, 
Durch zwei IJmlegnngen die(fft — l)i» = 6 Zahlen 5178 bis 5180 

und 5172 bis 5174, 
Durch drei Umlegungen die (»t^l)m'= 18 Zahlen 5181 bis 5189 

und 5163 bis 5171, 
Durch vier Umlegangen die (m^l)m^= 54 Zahlen 5190 bis 5216 

und 5136 bis 5162, 
Durch fünf Umlegnngen dre(m— l)m*= 162 Zahlen 5217 bis 5297 
(53.) l und 5055 bis 5135, 

Durch secAs Umlegungen die (m— 1 )m<' = 486 Zahlen 5298 bis 5540 

und 4812 bis 5054, 
Durch sieben Umlegungen die (m — 1 )m" = 1458 Zahlen 5541 bis 6269 

nnd 4083 bis 4811, 
Durch acht Umlegangen die (f»—l)}n^ = 4374 Zahlen 6270 bis 8456 

und 1896 bis 4082, 
Durch neun Umlegungen die (n—m)m^ = 3790 Zahlen 8457 bis 10351 

and 1 bis 1895. 
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(54.) 



C560 



Für m — 11. 
/Durch eine Umlegung die wi— 1 r= 10 Zahlen 5177 bis 5181 
l • und 5t7i bis 5175, 

IDurch zicei Umlegungen die(iA — l}m= 110 Zablen 5182 bis 5236 
) nnJ 5116 bis 5170, 

\ Durch drei Ümlegungen die (m — l)m^ = 1210 Zahlen 5237 bis 5841 
1 und 4511 bis 5115, 

I Durch vier Ümlegungen dien— m^= 9020 Zahlen 5842 bis 10351 
V and 1 bis 4510. 

Für m— ia9. 
/Durch eine Umlegung die m— 1 = 198 Zahlen 5177 bis 5275 
) and 5077 bis 5175, 

\ Durch zwei Ümlegungen die » — /»= 10152 Zahlen 5276 bis 10351 



und 1 bis 5076. 

Hierdurch ist auch die zweite Frage in (§. 3.) beantwortet und also 
die erste Aufgabe vollständig gelAset. 



Zweite Aufgabe, zar Auflösung. 

17. 

Diese Aufgabe wird ebenfalls durch ein Spiet veranlafst. 
wird von einer einzeluen Person gespielt and ist folgendes. 
Auf einer Tafel von *^er hier folgenden Gestalt 



(56.) 



sind die 32 Felder, auf welchen die in der Figur bemerkten Wahlen stehen, 
mit Harken belegt. Blofs das 33te, mittlere Feld ist nickt belegt. Nun darf 
men jede Marke, wagerecht, links oder rechts, desgleichen senkrecht, aacli 





9 


10 


7 






11 


13 


3 




20 


21 


19 


8 


4 


6 


5 


23 


29 


18 





2 


1 


15 


22 


38 


24 


25 


14 


17 


16 




31 


27 


13 






30 


26 


28 
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■ 

oben oder' nach unten, auf das zweite Feld versetzen und dabei die über^ 
sprungene Marke wegnehmen. Es wird . verlangt, dies %o zu thun, dafs 
31 Marken weggenommen w;^rden und dafs zuletzt die einzige übrig. gebliebene 
Marke auf das mittlere Feld gelangt. 

Möglicli zu erfüllen ist das Verlangte durch folgendes Verfahren. 



(57.) 



Man versetze die Marke nach dem und nehme veg die 


des 


Feldes 


Felde Marke 


des Feldes 


r 1. . . 


No.l . . 


No.O . . 


No.2 


2. . . . 


3 . . . 


2 . . . 


4 


3. .. . . 


5 . . . 


4 . . . 


6 


4. . . . 


2 . . . 


3 . . . 


4 


5. - . . 


7 . . . 


4 . . . 


3. 


6. . . . 


8 . . . 


6 . . . 


4 


7. . . . 


9 . . . 


7 . . . 


10 


8. . . . 


11 . . . 


3 . . , 


12 


9. . . . 


7 . . . 


4 . . . 


3 


10. . . . 


6 . . . 


. 8. . . . 


4 . 


11 


13 . . . 


2 . . . 


14 


12. . . . 


. . . 


1 . . . 


2 


13. . . 


15 . . . 


2 . . . 


1 


14. . . . 


16 . . . 


14 . . . 


17 


15. . . . 


2 . . . 


13 . . . 


14 


16. . . , 


. 18 . . . 


11 . . . 


19 


17. . . 


. 20 . . . 


19 . . . 


, 21 


18. . . . 


8 . . , 


, 21 . . , 


, 19 


19. . . , 


. 22. . . . 


, 20 . . . 


23 


20. . . 


. 20 . . . 


, 19 . • . , 


. 21 


21. . . . 


. 11 . . . 


, 18 . . , 


. 19 


22. , . , 


. 24 . . 


. 14 . 


. 25 


23. •. . , 


. 26 . . 


. .25 . . 


. 27 


24. . . , 


, 25 . . 


. 17 . . 


. 14 


25. . * 


. 28 . . 


. 14 . . 


. 13 


26. . .. 


. 17 . . 


. 25 . . 


. 14 


27. . . 


. 29 . . 


. . 


. 18 


28. . . 


. . 


. 27 . . 


. 25 


29. . . 


. 30 . . 


. 24 . . 


. 31 


30. . . 


. 32 . . 


. 25 . . 


. 24 


Ui. . . 


. 27 . , 


. . . 


. 25 



Da bei jeder der 31 Versetzungen eine Marke weggetiomtnen wird, 
so bleibt nur die letzte, 32te Marke übrig, und diese gelangt am Schiufs 
nach dem Felde Nr. 0. 
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18. 
Die mathematische Aufgabe wäre nun : zu sagen, ob auch noch andere, 
wesentlich von dem obigen und von einander verscbiedehe Verfahren aufser 
demjenigen (57.) möglich sind, und tcelche, und wieviete. Vier Verfahren 
sind, wie leicht zu sehen, möglich, 'denn es ist augenscheinlich gleich, ob man 
bei der ersten Versetzung 1, oder 12^ oder 29, oder 27 nach Null setzt und 
2, oder 8, oder 18, oder 25 wegnimmt. Aber ob das Weitere wesenlüch, 

m 

oder nur der Lage im Allgemeinen nach, anders sein kann^ ist die Frage. 
Die Auflösung der Aufgabe dürfte ziemlich schwierig sein. 

Berlin im Juni 1852. 
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20. 

Über symmetrische Figuren. 

(Von ditfriHerrn Proressor Möbiu$ zu Leipzig.) 

(Aus den BeticKten der Königlich-Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig von 1851.) 



!9eit dem im Sommer des Jahres 1849 von mir „Über das Gesetz der 
Symmetrie der Krystalle und fiber die Anwendung dieses Gesetzes auf die 
Eintheilung der Krystalle in Systeme "" gegebenen Berichte habe ich mich mehr- 
fach mit der Symmetrie geometrisclier. Figuren überhaupt beschäftigt. Ich be- 
absichtige jetzt, von Dem, was Jch in dieser Beziehung gefunden, Einiges 
im Auszüge mitzutheilen , will aber vorher bemerkea, dafs 'gleichzeitig mit 
|enem Berichte, Herr Bravais in Paris über denselben Gegenstand eine sehr 
erschöpfende und in echt geometrischem Geiste geschriebene Denkschrift*) 
veröffentlicht hat, die mir bei meinen späteren Untersuchungen, insonderheit 
rücksichtlich der von ihm mit dem Ausdrucke poljfidres sj^metrufues spheroe-* 
driques bezeichneten Figuren, von Nutzen gewesen ist. 



So wie jede Gröfse sich selbst gleich ist, so ist auch jede Figur sich 
selbst gleich und ähnlich. Es giebt aber Figuren, welche sich selbst auf mehr 
als eine Art gleich und ähnlich sind; und solche Figuren sollen symmetrische 
genannt werden.**) 



*) Mdmoire gur les pohfidres de forme aymäirique; par M. A, Bravais, pro- 
fesseur ä Vecole pohiechnique. {Extraii du Journal de maihemaiiques pures et 
appUque'es, tome ÄtV. 1849.) 

**) Oder, wie ich mich früher ausgedrückt halte: eine Figur soll symmetrisch heifsen, 
wenn sie einer ihr gleichen und ähnlichen Figur auf mehr als eine Art gleich und ähnlich 
gesetzt werden kann. (Berichte für 1849, Seite 67.) 

Von Herrn Bravais wird das Wesen der Symmetrie durch folgende Definitionen 
bestimmt: 

/. Je nommerai centre de symeirie d*un polyddre, un poini C, tel, qu^en le 
joignant ä un sommet quelconque S du polyddre, ei prolon^cant SC dune 
quaniitd egale ä elle-mime, le poini s ainsi obienu, soii aussi uh sommet du 
polyidre.' 
II. Je nommerai axe du symiirie d*un polyidre, une droiie AB, teile, qu*en 
faisant toupier le pohfddre dun angle (une partie aliquote de 360^) aulour 
de AB, les nouveaux Ueux des sommets coincident avec les anciens. 

43* 
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m 

Zwei Figuren heifsen einander gleich und ähnlich, wenn jedem 
Pancle der einen Figur einPunct der andern dergestalt entspricht, dafs der 
gegenseitige Absland je zweier Puncto der einen Figur dem gegenseitigen 
Abslande der zwei entsprechenden Puncte der andern Figur gleich ist. 

Dafs zwei Systeme von Puncten 

A, B, C, D, E und M, iV, 0, P, Q 
einander gleich uud ähnlich sind, wobei je zwei gleichvieite Buchstaben der 
beiden Reihen, also^ und M, B und N, C und 0, u. s. w. einander ent- 
sprechende Puncte bezeichnen: Dies wollen wir durch die Gleichung 

ABCDE = 3US0PQ 
au^dfOcken, oder besser noch- durch 

ABCDE 
= MNOPQ^, 
indem bei letzterer Form die einander entsprechenden Puncte. Aber einander 
stehen, und man somit ungleich leichter, als bei der ersten Form, wahrnimmt, 
wie die Puncte des einen und des andern Systems als einander entsprechend 
zusammengehören. So ersieht man z. B. aus letzterer Form auf den ersten 
Blick, dafs die Linien BD und NP gleiche Lfinge haben; dafs die Winkel 
ACE und MOQ von gleicher Gröfse sind; dafs, je nachdem die Puncte A 
und B auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der Ebene CDE liegen, auch 
üd und 3^ auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der Ebene OPQ sich 
befinden; und was sonst noch aus dem Begriffe der Gleichheit und Ähnlich- 
keit gefolgert werden kann. 

Die Ordnung übrigens, in welcher man die Buchstaben der einen der 
beiden Reihen, etwa der obern, auf einander folgen Idfst, ist offenbar ganz 
willkDrlich, dafern man nur unter jeden Buchstaben derselben den ihm ent- 



///. Je nominef*ai plan de symctric da pohßdrc nn.plan, iel, qu*en abaissani 
d'un sommei quclconque S une perpendiculaire snr ce plan, et la prolougeant 
d'une quaulite Sgale ä elle-mdme, l'extremii^ 2 ainsi obicnue söit aussi uh 
sommei du polyddre. 
IV. Nou8 ponvons maHnfcnant definir . . un pohjidre symdirique, celui qui 
possedcra, soU un centre de sj/metrie, soii un ou phisieurs dxea de symdtrie, 
soit un ou plusieurs plans de symetrle. 

Was Herrn Bravais zur Aufstellung dieser verschiedenartigen Kennzeichen der Sym- 
metrie in Bezug auf einen Punct, eine Gerade und eine Ebene Yeranlassung gegeben 
bat, geht aus seiner Abhandlung nicht hervor. Wie indessen das Folgende lehren wird, 
entspringen diese Kennzeichen sämmtlich aus meiner Definition der Symmetrie, als ge- 
meinschafllicher Quelle, und alle nach Herrn Bravais symmetrisch zu nennenden Figuren 
sind es auch nach mir; so wie umgekehrt. 
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sprechenden der andern Reihe setzt, und man kann daher z. B. 

• , • ABCDE . . .. BEADC 

'^*" = MJSOPQ ^"^'^ schreiben _ NQHdPO. 

Oder mit andern Worten, indem man je zwei aber einander stehende Buch- 
staben der Gleichung schlechthin ein Paar nennt: die Aufeinanderfolge der 
Paare. kann willkQrlich geändert werden; nur müssen alle anfänglich in einer 
Reihe befindlichen Buchstaben auch nachher in einer Reihe bleiben. 

Dies vorausgeschickt, wird nach der im Obigen gegebenen Definition 
symmetrischer Figuren die bei einem System von Puncten Statt findende Sym- 
metrie immer durch eine Gleichung ausgedrückt werden können, indem man 
nfimllch die die Pupcle des Systems bezeichnenden Buchstaben in beliebiger 
Aufeinanderfolge einer andern Aufeinanderfolge derselben Buchstaben gleich 
setzt; z. B. 

ABC . ABC 

= CBA, ^^^"^ = CAB. 

Aus der ersteren dieser zwei Gleichungen würde blofs folgen: AB=^CB; 
MS der letzteren dagegen : AB = CA = BC Das Dreieck ABC würde daher 
im ersteren Falle ein gleichschenkliges und B dessen Spitze, im letzteren ein 
gleichseitiges sein; beiderlei Dreiecke aber würden, der Definition gemfifs, 
symmetrische Figuren zu nennen sein. 

Um nun von den hiernach möglichen verschiedenen Arten symmetrischer 
Figuren eine Übersicht zu gewinnen, wollen wir zunächst die an sich will- 
kürliche Aufeinanderfolge der verschiedenen Paare, aus denen eine Gleichung 
besteht, nach der Regel ordnen, dafs auf jedes Paar, wo es möglich ist, zu- 
nächst dasjenige folgt, dessen oberer Buchstabe einerlei mit dem untern Buch- 
staben des vorhergehenden Paares ist. Ist man auf solche Weise, von einem 
beliebigen Paare der Gleichung ausgehend, zu dem Paare gelangt, dessen 
unterer Buchstabe einerlei mit dem obern Buchstaben des Ausgangspaares ist, 
so kann man als nächstes Paar, wenn anders noch deren in der Gleichung 
vorhanden sind, abermals ein beliebiges unter den noch übrigen wählen. Von 
diesem, als neuem Anfangspaare, geht man' nach der bemerkten Regel bis zu 
demjenigen fort, dessen unterer Buchslabe identisch mit dem obern des neuen 
Anfangspaares ist, und wiederholt dieses Verfahren, bis alle Paare der Glei- 
chung erschöpft sind. Was den speciellen Fall anlangt, wenn bei einem 
oder etlichen Paaren der untere Buchstabe derselbe wie der obere sein sollte, 
so wird, da in keiner der beiden Reihen derselbe Buchstabe mehr als ein- 
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mal vorkommen kann, durch ein solches Paar kein weiterer Fortgang bedingt, 

und da^ nächstfolgende Paar kann ein beliebiges unter den noch flbrigen sein. 

Nach einer solchen Umwandlung der Gleichung besteht sie nunmehr 
aus einer oder mehreren Gruppen von Paaren, bei deren jeder das erste Paar 
eben so von dem letzten, wie jedes der übrigen von dem nfichstvorherge- 
henden abhangt. Ich will daher solche Gruppen Perioden nennen md sie 
nach der Zahl der Paare, aus denen sie zusammengesetzt sind, in eingliedrige, 
zwügliedrige , dreigliedrige u. s. w. unterscheiden. 

So werden z. B. die zwei obigen Gleichungen ffir das gleichschebklige 
und das gleichseitige Dreieck, periodisch geordnet, folgende sein: 

ACB ACB 

= CAB = CBA. 

Die erste derselben besteht aus einer zwei- und einer eingliedrigen, die 
zweite aus einer dreigliedrigen Periode. 

Auf dieselbe Art verwandelt sich die Gleichung 

ABCDEFG . AFCBGDE . . 

= FGBCEAD '" = FABGDCE ' ' ' ^^i 

und zerfällt somit in eine zwei*, eine vier- und eine eingliedrige Periode. 

Durch diese periodische Anordnung einer Gleichung ist nun zugleich 
der Weg gebahnt, um die Gestalt des in ihr begriffenen Systems von Puncten 
näher zu bestimmen. 

Nehmen wir fOr's Erste an, dafs die Gleichung nur aus Einer Periode 
bestehe. 

Ist die Periode eingliedrig, so drückt die Gleichung nichts Anderes 
als das Gesetz der Indentität aus , wie A=::A. Eben so wird die Gleichung* 
mit einer zweigliedrigen Periode, vtxe AB^=iBA, immer erfüllt, welches auch 
die örter von A und B sein mögen. Die Gleichung mit einer dreigliedrigen 
Periode giebt, wie wir bereits gesehen haben, ein gleichseitiges Dreieck zu 
erkennen. Bei vier- und niehrgliedrigen Perioden ist zu unterscheiden, ob 
die Construction auf eine Ebene beschränkt sein, oder im Räume überhaupt 
ausgeführt werden soll. Im ersteren Falle giebt die Construction einer Glei- 
chung mit einer ngliedrigen Periode, wie 

ABCD . . . MN 
= ACDE . . . NA, 

ein gewöhnliches reguläres nEck, indem, der Gleichung zufolge, AB^=BC, 
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BC=CD, etc. und ABC=BCD, BCD=CDE, elc. ist, und folglich 
sowohl die Seiten, als die Winkel des nEks^^iA ... /V einander gleich sind. 

Dasselbe reguläre nEck thut der Gleichung auch im Falle .einer räum- 
lichen Construction Genüge. Auch wird in diesem Falle die Gleichung durch 
Iteine andere Figur befriedigt, sobald n ungerade ist. Ist aber n gerade, so 
läfst sich noch eine andere Construction anwenden. Man beschreibe nämlich 
in einer Ebene ein reguläres itEck ÄV& • . . Mff und errichte, abwechselnd 
auf der einen und der andern Seite der Ebene, gleich lange Perpendikel AA, 
B'B,C'C, ...NN, so dafe ^, C, jB, ... ilf auf die eine, und J?, 0,1?; ...N 
auf die andere Seite der Ebene %ü liegen kommen. Die somit entstehende, 
nicht ebene Figur ABC ... N befriedigt ebenfalls die Gleichung und könnte 
gleichfalls ein reguläres Vieleck genannt werden, da sie mit' dem gewöhnlichen 
regulären Vieleck die Haupt-Eigenschaft gemein hat, dafs je zwei Diagonalen 
derselben, welche gleich yiele Seiten überspannen, wie AD und BE, gleich 
lang sind. Ein solches nicht ebenes reguläres Vieleck AB . . . MN hat übri- 
gens die Eigenthümlichkeit, dafs es mit der Figur BC . . . NA nicht zur 
Deckung gebracht werden kann, so dafs A auf B, B auf C, etc. fiele. 

Noch eine besondere Constructionsart der Gleichung ist in dem Falle 
ausfahrbar, wenn die gerade Zahl n das Doppelte einer ungeraden Zahl, 
also = 6, -oder 10, oder 14,' etc. ist. Um Dies hier nur für n = 6 zu zeigen, 
eonstruire man ein reguläres Dreieck A^B^C^ und errichte, wie vorhin, ab— 
wechselnd nach oben und nach unten, auf der horizontal anzunehmenden Drei- 
ecks-Ebene die gleich lapgen Perpendikel A^A, Bß, C^C, Aß, Bß, Cß'. 
Die hieraus entspringende Figur ABCDEF wird gleichfalls der Gleichung 

ABCDEF 
= BCDEFA 

Genügö thun und aus demselben Grunde wie vorhin ein reguläres Sechseck 
in weiterem Sinne zu nennen sein. 

Gehen wir jetzt zur Construction einer Gleichung fort, welche mehr 
als eine Periode enthält; und dies unter der die Betrachtung vereinfachenden 
Annahme, dafs keine zwei Puncte der Gleichung bei der Construction zu- 
sammenfallen. • Werden nämlich zwei Reihen, welche dieselben Buchstaben, 
nur in verschiedener Ordnung enthalten, einander gleich gesetzt, so wird es 
sich meistens treffen, dafs bei Construction dieser Gleichung zwei oder mehrere 
Puncte zusammenfallend angenommen werden ififlssen. Sollte z. B. die oben 
mit {x) bezeichnete Gleichung in einer Ebene construirt werdea, so mflfste 



340 SO. Möbi%$s, über symmelrische Figuren. 

man. entweder ^ and F getrennt und C,ß,G,D,E in der Mitte zwiscben 
A und F vereinigt annehmen, oder man hätte ein Quadrat CBGD za ver- 
zeichnen, in dessen Mittelpnncte A^ F, E zasanfmenfielen. Da aber eine 
Figar. dadurch, dafs man mit einem ihrer Puncto noch einen oder mehrere 
vereinigt sein läfst, nicht geändert wird, so werde ich zugleich mit bemerken, 
wie die Gleichung beschaffen sein mufs, damit man nicht *nöthig hat, zwei 
oder mehrere verschiedenartig in der Gleichung bezeichnete Puncto zusammen- 
fallen zu lassen. 

1) Soll dio Gleichung in einer geraden Linie construirt werden können^ 
80 mfissen alle Perioden der Gleichung zweigliedrig sein; bis auf eine, welche 
eingliedrig sein kann. Die Construction aber besteht darin, dafs man in der Gera- 
den, von einem und demselben in ihr gelegenen Puncto die zwei Puncto jeder zwei- 
gliedrigen Periode gleichweit nach entgegengesetzten Seiten entfernt annimmt 
und jeneii Punct den Ort des Pnnctes der eingliedrigeu Periode sein Ififst; 
wenn anders eine solche vorhanden ist. In der That kann ein System von 
Punpten in einer Geraden, aufserdem, dafs man jeden P.unct sich selbst ent- 
sprechend setzt, nur noch auf Eine Art sich selbst gleich und ähnlich sein; 
dergestalt nämlich, dafs, wenn A. B,C,D,E die Puifcte des Systems, und 
zwar in derselben Ordnung, in welcher sie* in der Linie auf einander folgen, 
bezeichnen, sie resp. den Puncten E,D,C,B,A entsprechen. Dies giebt 
fdr die Symmetrie des Systems die Gleichung 

ABCDE . . ,. . , , AEBDC 

^ EDCBA, ""^^^^ periodisch geordnet: ^ eADBC: 

eine Gleichung, welche aus zwei zweigliedrigen und einer eingliedrigen Periode 
zusammengesetzt ist. Zugleich geben die specieilen, hieraus folgenden Glei- 
chungen 

ACE^ECA und BCD = DCB 

zu erkennen, dafs C der gemeinschaftliche Mittelpuncl von AE und BD isL 

2) Soll die Gleichung in einer Ebene construirt werden können, so 
kann eine Periode eingliedrig sein; alle übrigen aber mOssen gleichvielgliedrig 
sein. Heifst n die gemeinschaftliche Gliederzahl dieser Perioden, so erzeugt 
jede derselben ein reguläres nEck, dessen Gröfse willkOrlich ist, und die ge- 
genseitige Lage dieser nEcke ist blofs dadurch bedingt, dafs sie einen gemein- 
samen Miltelpunct haben,, der -zugleich der Ort des Puncis der eingliedrigen 
Periode ist. 
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In dem besondern Falle, wenn 11 = 2, ist aufser der eben bemerkten 
Constructionsweise noch eine andere zuläfslicb. Man kann nflmlich den geraden 
Linien oder Zweiecken, -welche die zwei Puncte der verschiedenen zwei- 
gliedrigen Perioden verbinden, entweder, dem Vorigen analog, eine solche 
Lage in der Ebene, geben, dafs ihre Mittelpuncte zusammenfallen, oder auch 
eine solche Lage, dafs sie von einer und derselben Geraden rechtwinklig hal- 
birt werden. Im letzteren Falle können übrigens noch unbeschränkt viele ein- 
gliedrige Perioden in der Gleichung vorhanden sein; die örter ihrer Puncte 
sind willkdrlich in der halbirenden Geraden anzunehmen. 

. 3) Ist eine Gleichung im Räume zu consiruiren, so mQssen, abgesehen 
von den ein- und den zweigliedrigen Perioden, alle übrigen gleichvielgliedrig *) 
(es sei ngliedrig) sein. Sind nächst den ngliedrigen noch eine oder mehrere 
zweigliedrige vorhanden, so kann nur noch eine eingliedrige Statt finden, und 
wenn es der letztern mehr als eine giebt, so kann keine zweigliedrige vor- 
handen sein. Versieht man nun unter ^^Axe eines regulären ebenen Viel- 
ecks'^ eine durch seinen Miltelpuncl gelegte und auf seiner Ebene normale 
Gerade, und unter ^Mittelpunct und Axe eines regulären, nicht ebenen 
Vielecks '' den Mittelpunct und die Axe des zu seiner Construction zu Hfilfe 
genommenen ebenen Vielecks, so, hat man die ngliedrigen Perioden der Glei- 
chung durch eben so viele reguläre nEcke mit gemeinschaftlicher Axe**) dar- 
zustellen; wobei noch zu bemerken, dafs, wenn n gerade iM und man ein?, 
oder etliche, oder alle Perioden als nicht ebene nEcke construirt, nicht nnr 
die Axe , sondern auch die Mittelpuncte sämmtlicher n Ecke zusammenfallen 
müssen. Eben so müssen die Mittelpuncte aller nEcke auch dann eolnci- 
diren, wenn die Gleichung eine oder mehrere zweigliedrige Perioden enthält; 
die Puncte der letztern sind in der gemeinsamen Axe anzunehmen, in welcher 
sie in Bezug auf den gemeinsamen Mittelpunct eine symmetrische Figpr für 
s|ch bilden; und dieser Mittelpunct ist der Ort des Puncts der etwa noch 
anwesenden eingliedrigen Periode. Sind, nächst den ngliedrigen, zwei oder 
mehrere Perioden eingliedrig, in welchem Falle, wie schon erinnert, keine 



*) Doch können in dem Falle, wenn n eine ungerade Zahl > 1 ist, figliedrige und 
2ngliedrige Perioden zugleich in der Gleichung vorkommen. Die erstem sind dann als 
ebene reguläre nEcke und die letztem als nicht ebene reguläre 2 n Ecke von der ge- 
dachten besondern Art zu construiren; sämmtliche Vielecke aber müssen eine gemein- 
same Axe und einen gemeinsamen Mittelpunct haben. 

**) Axe de symiirie, nach Herrn Bravais; nur dafs dort die regulären nEcke, 
welche der Axe angehören, blofs ebene sind. 
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Periode zweigliedrig sein darf, so sind nur ebene reguläre nEcke zul&fslicTi, 
in deren gemeinsamer Axe die Punete- der eingliedrigen Perioden beliebig 
bestimmt werden können. 

Eines der einfachsten hierhergehörigen Beispiele giebt die räumliche 
Construotion der obigen Gleichung (a*) ab. Hier ist CBGD ein reguläres^ 
ebenes oder auch nicht ebenes Viereck und E sein Mitlelpunct; A und F 
aber sind zwei Punete, welche in seiner Axe auf verschiedenen Seilen und 
gleichweit von E entfernt liegen. 

Wenn endlich, abgesehen von den eingliedrigen, alle übrigen Perioden 
der Gleichung nur zweigliedrig sind, so kann die rftumliche Construction auf 
dreifache Weise ausgefflhrl werden. Es müssen nflmlich die Linien, welche 
die Paare von Puncten, aus denen die zweigliedrigen Perioden gebildet wer- 
den, einzeln verbinden, entweder einen gemeinsamen Mitlelpunct*) haben, 
oder sie alle müssen von einer und derselben Geraden**), oder sie alle von 
einer und derselben Ebene ***) rechtwinklig halbirt werden. Die erste diesei 
Constructionsweisen ist jedoch nur dann anwendbar, wenn in der Gleichung 
entweder keine, oder blofs eine eingliedrige Periode vorhanden ist; der Ort 
das Puncts dieser Periode ist der gedachte Mitlelpunct. Bei der zweiten 
und dritten Weise kann die Anzahl der eingliedrigen Perioden jede beliebige 
sein, und die Punete dieser Perioden können willkflrlich in der halbirenden 
Geraden, resp. Ebene genommen w/erden. Übrigens ist die Symmetrie, 
welche eine nach der dritten Weise construirte Figur besitzt, Symmetrie in 
dem bisher fast allein gebräuchlichen Sinne des Worts. 



Die bisher betrachteten symmetrischen Figuren ergaben sich dadurch, 
dafs wir einer zwischen mehren Puhclen aufgestellten Gleichung Genüge zu 
leisten suchtejti. Indessen sind dies nur die einfachsten symmetrischen Figuren*. 
Denn man kann fordern, dafs eine Figur zwei oder mehreren, zwischen ihren 
Puncten bestehenden, von einander unabhängigen Gleichungen zugleich Genüge 
thut: dafs z. B. durch die gegenseitige Lage von vier Puncten A, B, C, D 
jede der beiden Gleichungen 

ABCD = BADC und ADBC =±= DACB, 



*) Centre de sym^iriej nach Herrn Bravais. 

♦*) Ajce de symcirie binaire, nach Herrn Bravais. 

*^*) Plwi de symelrie., nach Herrn Bravais, 
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oder jede der beiden Gleichungen 

ACBD=^ACDB and ACBD = CABD 

zugleich erfäilt wird. Wie man leicht sieht, sind die damit geforderten 
Figuren^ wenn sie als ebene construirt werden, resp. ein Rechteck und ein 
Rhombus. Solche, durch zwei oder mehrere Gleichungen bestimmte Figuren 
besitzen im Allgemeinen*) einen höheren Grad von Symmetrie, und erfordern 
zu ihrer Discussion neue Betrachtungsweisen. Das Umfängliche dieses Gegen- 
standes verhindert mich, gegenwärtig näher darauf einzugehen; indessen ge- 
denke ich, später in einer gröfseren Abhandlung die Lehre von symmetrischen 
Figuren nach der von mir gegebenen Definition möglichst vollständig darzu- 
stellen. Hier bemerke ich nur noch, dafs die symmetrischen Figuren von 
der letztgedachten zusammengesetzteren Art es sind, deren Untersuchung Herr 
Bravais seine im Eingange dieses Berichtes erwähnte Denkschrift vorzugs- 
weise gewidmet und deren verschiedenen Formen er zu classificiren gesucht hat. 



*) Denn dafs es Ausnahmen giebt, beweisen schon die angeführten Beispiele vom 
Oblongum und Rhombus, welche weniger symmetrisch, als das schon durch die eine 
Gleichung 

ABCD = BCDA 

bestimmte Quadrat sind. Am sichersten dürfte der CA'ad der Symmetrie einer Figur 
durch die Zahl bestimmt werden, welche angiebt, auf wie viele verschiedene Arten die 
Figur sich gleich und ähnlich ist. Diese Zahl ist 8 beim Quadral, 4 beim Oblongum 
und Rhombus und 2 bei dem Viereck, welches der Gleichung 

ACBD = CADB 

entspricht und entweder ein Rhomboid, oder ein solches Viereck ist, in welchem zwei 
Seiten einander parallel, aber nicht gleich, und die be'iden andern Seiten einander gleich, 
aber nicht parallel sind; so wie 2 auch bei dem durch die Gieichüng 

ACBD = ACDB 

definirlen Viereck, d. i. bei demjenigen, in welchem zwei an einander stofsende Seiten 
iAB und AD') für sich, und eben so die beiden andern Seiten (CJB und CD) für sich- 
einander gleich sind. 
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21. 

Recherches sur les' coefficients des facultas 

analytiques. 

(Par Mr. le Dr. 0. Schlönülch, Prof. d'Analysü a l'ecole royale polytecbnique de Oresde.) 



Ein adoptaat la definitioa de. Mr. Crelle, nous appelerons facuUe ana- 
fytique une fonction de deux variables s el fi, qai salisfait aux deux con- 
ditions 

00 A«,A*+*) = A«> «)./•(«+.**>*), 

(2.) fiz, 1) = «. 
De ces equations- on tire, en faisant k=i et /t = l,2, 3, etc.: 

nz,2) = nz,i).f(z-\-i,i) = «(2-f 1), 

f(z,3) = /•(ar,2).A« + 2,l) = ar(« + l)(«-|-2), 
etc. , 
et en dösignant par n an nombre entier positif: 

(3.> nz,n) = «(«-f l)(3:+2) ... («+n-l). 

Pour troaver la valeur de f(z, 0), nons faisons ^ = et Ar = 1 , ce qui donne 

nz,i) = f{z,o).r(z,i) 

et 

(4.) nz,0)^ 1. . 

Poor troaver. la valenr de f{z, — n), nous faisons /j>=s — net k = tt; Tequa- 
tion (1.) donne alors 

/•(ar, 0) = /•(«, — n) . f(z -r n, n) , 
et par snite: 

f^x, nj — ^^^_^^^^ — (3_„^5._„^^.j(j_„^2)... (»—«+«— t) ' 

OD ce qui revient au möme: 

(5.) f(z,—n) = (i_i)(2_2)(s_3) ... («-M) • 

Nons nous bornerons ä considerer les deux fonctions f(z, n) et f{z, —n), 
et nous les developperons en series ordonnees suivant les paissances de la 
variable z. 
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Quant ä f{z, n), il est clair, que Ton obtient nne serie fbue de 
ja forme 

(6.) nz, n) = «(«-|-l)(ar-f2) . . . (a:+n-l) 

= c„«" + c, «-» 4- d «"-' H- . • • .+ c,_, z, 

n n 

dans laquelle les symboles C», Ci, etc. designent des coefficients encore in- 
C0DD11S qae nous appelerons les coefficients des facultes ä exposant positif. 
II existe un developpement semblable de la fonction f{z, — n) que ron peut 
roetlre sous la forme 

i. ± ± ± 

z z 



A«. - «) 





z 




z 




i 




2 


1- 




1- 






z 




z 



Z 



• • 



1—2. 



et Ton obtient, en sapposant z';>n, la s6rie infime 

i 



C7.) A«,.-n) 



(»— i)(2— 2)(«— 3) . . . (z—n) 

ce qoi est tont a fait analogue k Tiquation (6.). 

Si on n'a pour bat que de constraire une table des coefficients C des 
deox ^quations (6. et 7.) ^ on peut se servir ' des relalions qoi lient entre 
eux les coefficients de la mdme espece. On obtient ces relätions en ayant 
egard anx equations 

nz,n^\) = {z-\^n).f{z,n) et 
iz-{n^\)).f{z, -(n+1)) = nz, -n). 

En substituant des series eqnivalentes, ces equations se reduisent aux suivantes: 

(8.) <$;= c, +iic,«,, k 

-(*+!> — (»»+1) •-»« 

(9.) • C»=(nfl) Ct_,+ C„ k^n. 

Ces relätions suf&sent au calcnl numirique, mais ellei ne donnent pas 
une expression directe des coefficients cherches. Elles offrent denx equations 
aux differences, dont il faut developper les integrales finies. Pour y par- 
venir, on peut opter entre deux methodes differentes. Le procede )e plus 
naturel serait d'executer Tintegration fipie des equations (8 et 9.), mais on yerra 
bienlöt que cela exige des calculs assez longs, et qu'il est difficile de trouver 
la forme la plus conyenable pour exprimer les coefficients cherches. Le second 
procede esl, de prendre en secours le theoreme d^ Mac-Laurin ; ce qui donne 
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iinmediateiiient 

En faisant z=^ — dans Teqiiation (7.)^ on a 

et en designant par <p{x,n) l'expression a ganche: 

(12.) C\ = ^ ^3^;^ [D'ipix, n)\^. 

A 1a premiöre vue il parait ötre difficile d'executer les differentiations 
indiquees des equations (10 et 12.)) in&is uous ferons voir qne cette dif- 
ficulte peut ätre evitee en fesant quelques transformations pour ramener les 
differentiations ci-dessus ä la differenriation de quelques autres fonctions tres 
simples. On parvient par lä aux formules suivantes: 

tld.} C* = 1.2.3...n \ ' 

(140 C, = (n-l),L -^^ C* (2*_l),«, ^* 



+ i2*-2M.2 «^*--J- 



Dans oes formules les symboles (^)u, (/tt)i, (/tt)2 9 etc. designent les 
coefficients du binöme, de sorle que 

Les formules (13 et 14.) etant etablies, nous en donneroM quelques applica- 
tions ä la theorie des suites. 

§. 1. 

—n • 

Do coefficienl C|. 
En designant par Sn la somme de la sine finie 

n^ (w). (»)i I (**)» (»). [ 

on a , en multipliant par (i -f — ) : 



• • • 



(»)o (>»)t g [ W, g . (^)t g 

n n a^f-l "*" n a4-2 n a+3 



• • ^1 



• • • 
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La seconde s^rie peut £tre mise soas la forme 

n n V* 0+1/ ' « V^ 0+2/ 

_ (>«).-(>i).+K-(n),+ .-. , l(n). 1 2(»), \ ,3{n), 1 

M ' n a-j-l » a-|-2 ' » a-|-3 

_ («-<). (»--1). I (»-!), 
~ «+1 0+2 "T" a+3 

parceque (»)ü — (»)i-f-(«)2— ••• = et ■ ^ =(n— l)^. L'equation (2.) 
donne mainlenaot 

et comme on a toajonrs (n)u=l = (n — l)o et 

requation precedente se traosforme en 

o+n ^" a- ai-i ^ a+2 ' 

c'est a dire en 

De \k on tire. immediateitienh 

« n n—l H-^2 1 Q 

et comme i8o = — on obtient Texpressien 

{a+1)(a+2)...(ii+n) ~ « a-^i "^ a+2 »+3 T " ^ 
En fesant n i= on en tiro 

(1— x)(l— 2jr)(l— 3j:)...(i— nx) ~ ^'•^ 1— x * 1— 2x *" » 1— nx 

Ponr chasser le facteur ( — 1)% il n^y a qu'a renverser Tordre des termes. 



*) On parrient aussi k cette formule par Tintegrale 

/>-.(j ^..j^. r(a)nn-\.\) ■ 1.2...» 



r(o+»+l) o(a+l)(o+2)...(o+»— 1) 

n n'y a qu'A developper le binome (1 — ;r)"-et d'inlögrer les teimes de la s^rie; mais 
nous preföront la dömonstration ölömentaire ci-dessus. 



348 Sf' Schliimilch, sur les facultcs anahjiiques. 

Cela donne ä Taide de requation (nX.j = (n)j : 

1 



1 . 2 . 3 . . . « . x** • 



(1 — j:j(l~2jr) . . . (i—nx) 



i—nx i—{H—i)x »* 1— (n— 2)j: 



— n 



Celle formale sert a delerminer C^ ; car en verta de la formale (11.) 
de riniroduction«, od a 



— n ~n 



1-2 ... n[Qx''4-C,x''-^' + C2X''-^^ ] 

_^ (m)o (n\ [ (n\ 

1 — nx 1 — (/» — Do: ' 1— (II — i 



(/» — i)a: ' i—(H — 2)x 



1 



— n 






et poar trouver Ci il faat diiFerenlier (n-|-A:)fois requation citee, et faire alors 
jr> = 0; ou^ ce qui revient aa möroe, egaliser les cojefficienfs de x'*'^^ a gauche 
et a droite; ce qai dohne 

r3o c = (i0o^>-'-^*-K0*-ir+*+K(n~2)"-*'^— '- 

^ '^ * 1.2.3 .. . M 

Cette equation fait voir qae Texpression 

(4.) (n}oii^-(r0,(ii-l)''+(n),(ii-2r , 

qai se trouve dans plusieurs resultals analytiques, represente 1e prodait 

(5.} 1 . 2 . 3 . • . n • C^ 

et qo*elIe se reduit a 1.2.8 ... n poar p = n, et ä zero pour p<in. Les 
deax derniers circonstances sont connos; mafs il parait qae la relation la plas 
generale qui existe entre les expressions (4 et 5.) n'a pas ete reconnue. 

IS. 2. 

Du developpemenl de f ^^.J . 
La methode dont nous nous sommes servie pour trouver la valeur de 

— if n 

Ck n^est pas egalement applicable a la determination de C^, parcequ^elle est 
fondee sur une decomposilion de la fraction 1:(1 — j.0(1~2^) • • • (1 — ttx) en- 
fraclions simples, qui n'a pas Heu pour la faculte z(z -{-!).., {z-\-n — 1). 

Ptfar delerminer les valeurs des coefficients Co, Ci, etc., nous ferons voir 
d^abord que ces quantites ejitrent dans le' developpemenl de la fonclion 

( pjtlLi) 9 ^^ 4"^ '^ Probleme se reduit a une differentiation . r^pelee de cette 
fonction. 
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Ed disignant par Bi^ B^^ Bs^ etc. les nombres deBernoulli (i, ^, 
-^^ etcOr OD a 

•J ?^ ~ ^~*^"^T:2 1.2.3.4+1.2.3.4.5.6 

oü la variable x doit ötre comprise entre les limites — 27i et -f ^^* ^^^'^ 
equation est la möme que celle dont s^est servi Lapface ponr. trouver imme* 
diatemeot B^^ savoir 

(2.) [/)*(p^)] = (_l)**-iÄ^^^ (oü k est un nombre pair). 
D'autre part il est clair qu'un resultat de la forme 

peQt Üre tire de requation (1.) en designant par n un nombre entier positif 

n n 

et par il|. , Jli, etc. des coefficients indetermines. 

Pour trouver nne relation entre ces coefficients, nous prenens la de- 
rivee de Tequation (3.) qui a gaoche est 

Ayant multiplie cette derivee par x, on obtient 

Quant aux expressions a gauche, elles peuvent ölre developpees a Taide 
de Pequation (3.). En egaiant apres les coefficients de x^ a gaucbe et ä droite, 
on obtient sur le champ la relation , 

(4.) nAt = {n — k)Aj^^nA^^. 

Les coefficients qui salisfont a cetie condition se divisent en denz classes, 
Selon que k<Zn ou k^n. Dans le premier cas on pent se servir de la 
Substitution 

(5.) A^ = ^^_4)(^_^^,j(^_4^2)...(n— 1)**' 

par laquelle la condition (4.) se change en 

»+1 fi fi 

«4 = «4 + ««»_,. 



n n 



Cette equation fait voir Tidentite de Uk et C^, et dela on tire Texpression 

Grelle*! Joarnal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 4. 45 
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remarquable 

(«•) ^.przr; — t-u-^^iTi^ + t^rrTH;^?)^ r(„_i)(„_-2):..2.i* 

4- (-1)" [i„;r'' - J„,.^a?' -^ + i,,..a;-+» ]. 

n 

II snit de lä que le coefficient C^ peut- ötre exprime par 

rmr ^ Y 1 ^ (— 1)*.1.2.3...ii> A 
l V— 1/ J(») («— 1)1».— 2) ... (/♦— A) ^*' 

ou bien par 

(7.) d = (_1)»(n-l),[/>*(^^^'. 

Cette formule offre, comme cas particulier^ la determination des nombres 
de Bemoulli, parcequ'en vertu de T^quation (2.) on a 

(a) Ä.-. = (-i)','-'[o'(-.^)]„. 

li s'a^t mainlenant a developper les differeotielles de la fooction 
^ _j y . Nous executerons cela par un procede qui s^etend encore plus 

generalement sur le developpement de I^H^rOJ ^ pourvu que <pix) soit 
une fonction qui se reduit a Tunite pour ar==0. 

§. 3. 
Döveloppement de Ct. 

En d^sigfnant par y la fonction 
on obtient a Taide de la formule du binome: 

/_£_Y i_ i 

Ke'-u ~ r ~ [1 + (r-i)]" 

= l + (-n)x(y-l)+(-n),(y-l)» + ... + (-n)»(y-l)* 

+(-»)*+.(r-i)*^H(-»W(y-i)*^H ••••• 

Cette s^rle se divise en deux parties, dont la.seconde se presente sous la forme 

aa:*+*-f *Jr*+^ + €?x*+H•••• 
Substituant la valeur de y — 1? la differentielle de Tordre k de cette partie 
s'^vanouit pour x^=^0 et il reste 
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1(0) 



= [/>»{! +(-n),Ty-i)+(-iiX(r-i)H--f (-«)»(y-i)*}](ü,. 

En d^veloppant les paissances de y — 1, celte eqaation peat ötre transforinee 
en Celle ci: 

et OD troave sans peine que les coefficients iS sont exprimes par 

(3.) ■ St = (-n).-ii.-(-n)..+,(t + lVj-(-n)i+,(i+3), 

•••(-1)*-'(-«M» + Ä-i)»-.-. 
Avant egard aox relations conooes 



/ «N / „S (—>') — » 

( — «)i+l = ( — »A ,-11 

/ -N- / ^n (— »)— «' {—n) — i^i 



(••+1). 



1. 

(.•+l)(t+2) 

— o — 



reqnation (3.) p^ut £tre . remplacee par la snivante: • 

(,1.J Oi— 1, w;,Li-t- j r j 2 T r 1.2.3...(*— I) J . 

Cesl ici oü la formale «ommaloire 

. ■ g , o(a+<) , ■ ff(a+l)...(a+7-l) _ (^H-<)(<»+g)(a+3)...(a+7) 

^■i 1 1" 1.2 ' r 1.2... 9 ~" 1.2.3... 7 

pent dtre appliquee , et on en obtient 

*' — (-»).• 1.2.3. ..(*-i) " 

00 ce qui revient an mdme: 

«.• = (-ty(«+i-l)i(n+*),_|. 
Renversaot i'ordre des termes de Tegoation (3.)) oin obtient 

= (-i)*[»'(("+*).(»+»-i)»r'-('«+»M"+*-»)i-y*"'+-|]m- 

P0S011S9 pour abreger, 

(5.) [/>*y*]c^ = Oh. ' • 

Alors requation pricedente devient 

45 * 



"CO 
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=^ (-l)*[(»+*)«(«+A:-l),0»~(»» + A),(« + *-2),_,0i>i 

+ (n -I- k\ (n + * - 3),_, (?»., ]. 

Od troQve la valenr de Qh simplement par la difförenliation de I'^qnalion 
En appliqaant la regle connae poor la difföreotiation des prodaits, on obtient 

...-f(Ä-i-*)fcÄ(Ä—l)(Ä — 2). ..2.1. !>»>-* 
= (Ä)„Ä*+y'- (Ä)i (Ä-1 )*+»«<*-»>' 4- (Ä),(Ä — 2)*+* «<*-»>'— .. 
Cetle eqaation donne pour x = 0: 

(Ä + Af)*Ä(Ä-l)(Ä-2)...2.1[öV](ro 
= (Ä)„Ä*+»-(Ä),(Ä-l)*+»+(Ä),(A~2)*+*- ..., 

ce qui est le mdme qoe 

(A4-*)(Ä-f*— l)(Ä-f A-2)...(*-l).(?Ä = 1.2...Ä".Ci. 
De li on tire 

et en verto de reqoation (6.): 

(T.) (-l)'[D>(j^)T 



CO 



+ — (2*-2)*.. — : ^»-••• 

Cette formale donne toas les coefficients dn developpement de ^ ^ ) . En 
se bomant an cas A<Cttj on a en verto de (7. $.2.): 

(8.) c» — (n -i)j [ ^gjjp- — c, (2*-<),_, *^* 

+ (2*-2)»_, ^» --J- 

II y a encore a observer qae le cas n^=\ foornit nne formale pour 
les nombres de Bemoulli, car a Taide de la formale (8. $.2.) on obtient 

c».9 ^ Ä»^ x= (-1)» L-(2*)r^* (2*-i)it-i ^* 
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k etani un nombre pair >i. Si A: est impair et >i^ la quantite entre les 
crochets s^evanouit, parceque le d^veloppemeot de _, ne contient pas 
des puissances impaires de x d'iin exposant>^ 1. 



• • • 



§4. 

Developpement de [/(i-f^)]"*- 

La formnle da büi6me peut ötre transformee aisement a Paide de la 
relatioD 

,i(,i_l)(tt— 2)...(ii— (n-l))==Cüii"— C|ii"-H^2tt'^ {-(-iy-^'C^^iU 

et on troave par la, sous condition que 1 >>x>^ — 1: 

(1+«)- = l + ±.x+i^V+ 

+ '• * 

Comme d'autre part on a 

les coefficients des mömes puissances de u peuveht £tre igalises. Cela donne 

m+l m+2 

(1.) [/(l + «)r = Cog"--^x"'+'-f- , . ,5' . o> a?"""' — 



l>a:>— 1. 

Cette formale peat servir a transformer une Serie de la forme 

a/(14-a:)-|-4[/(l+x)P+c[/(l+ar)r+ .. 
en une autre qoi ne contient qne des puissances de x. On a par exemple 

j:p^ = 1-/(1 4-x)-i-[/(Hx)P- ... 

1 > /(l -}- ar) > - 1 

# 

et par consequent 

l>/(l-fa?)>-l, 1>«>-1. 



• • • 
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Le coefficient Ai p^ut 6lre trouve par la formule 

1t 4 l • 1 ^ i ^ 

Les deux conditions enoncees pour reqaation (2.) peuvent dtre redaites a ane 

1 
seule • savoir äl>>a?> 1. 

Fassons a une antre application de la formule (!•)• De Tintegrale 



on lire « = 1 — x\ 

* 


Maintenant la fonction [ — /(l — x)\^^ peut ötre developpee. En integrant les 
termes de la Serie, on oblient 

n n+1 

^^•^ ^ ^^ a(ö-f l)...(ö + w— 1) « ö(a-f-l)...(a+i«) ' a(ii+i)...(a+/i + l) +"*' 

Ce r^sultat, dont ont fait usage dans le calcnl inverse des differences., a ete 
dejä donne par Stirling. 

§.5. 

Developpement de D'f^lx). 

La differentialion r^Iteree de la fonction f{lx) donne les expressions 
Dfilx) = ^f'if^). 



On en concint que Texpression g^n^rale est de la forme 

n n n 

En mdme temps on voit, qae les coefficienls A^^ A^^ A2^... qui sont a 
determiner, ne dependent pas de la natura de la fonction /; Leurs valenrs 
peuvent .dont £tre trouvees si Ton prend une fonction f teile ^ que les diff!§- 
rentiations ä droite et a gauche dans T^quation ci-dessus sont praticables. 
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La plus simple fonction de cette espece est f(y) = trP*y et od en obtient 

parcequ'on a immediatement 

/•(te) = x-A et' ö"/'(te) = (-l)-/3(/9+l)(/?+2)...(/9+n-l)x-^-". 
La formule (l.).donne maintenant en sobstituant les valeurs mentionnees : 

/?(/S+l)(/?4-2).,.(/9+n-l) = J„/9"-fi,/9'-+i,/9"-H--+^>.-i/5. 

n n n 

Cette equation fait voir qae les coefificients A^^ Ai^ A^^ ... sont ceux de la 
faculte (/?u-f 1)"; dpQ<^ OQ obtient la formale remarquable soivante: 

Pour facililer les calculs nQmöriqaes , Doas «joutons une petite table des 

n —11 

Goef&cients C;^ et Ca. 



— lY 



—III — n —i +1 +u +m +IY +v +VI +VII 



4-VlJI 



Co*^ 


1 


1 


1 


1 1 


1 


1 1. 


1 


1 


1 


1 


c,^ 


10 


6 


3 




1 


3 6 


10 


15 


21 


28 


c,- 


65 


25 


■ 7 






2 11 


35 


85 


175 


322 


c,- 


350 


90 


15 






6 


50 


225 


735 


1960 


a- 


1701 


301 


31 






• 


?4 


274 


1624 


6769 


c,= 


7770 


966 


63 


1 








120 


1764 


13132 


Ce = 


85105 


3025 


127 












720 


13068 


Q- 


149750 


9330 


255 


• 
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Dresde, Decembre 1851. 
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22. 

An Essay on the Applieation of mathematieal 
Analysis to the theories of Electrieity 

and Magnetism» 

(By ihe late George Green, fellow of GonvOIe- and Cains - Colleges at Cambridge.)*) 

General preliminary resalts. 



1. 

J. he function which represents the sum of all the electric partides 
acling on a given poInt divided by their respective distances from this point, 
bas the properly of giving, in a very simple form, the forces by which it is 
solicited, arising from the whole electrified mass. We shall, in what follows, 
endeavour to discover some relations between this fonction, and the density 
of the eiectricity in the mass or masses prodacing it, and apply the relations 
thus obtained, to the theory of eiectricity. 

Firslly, let ns consider a body of any form whatever, through which 
the eiectricity is distribnted accörding to any given law, and fixed there, and 
let x', y, z\ be the rectangular co-ordinates of a particie of this body, ff 
the density of the eiectricity in this particfe, so that dx^dy^dz' being the vo- 
lume of the particie, Q'dx'd/dz' shall be the qnantity of eiectricity it con* 
tains: moreover, let r' be the distance between this particie and a point p 
exterior to the body, and V represent the snm of all the partides of eiec- 
tricity divided by their respective distances from this point, whose co-ordi- 
nates are sapposed to be x, y, z, then shall we have 

r' = y((:r'-x)H(/-y)H («'-«)'). ^ 
and 

^ ~J ? ' 

the integral comprehending every particie in the electrified mass under con- 
sideration. 



*) Vide tome 39. p. 13 of tiiis Jooraal. 
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Laplace bas shown, in bis Hec. Celeste, tbat the fqnction V bas tbe 
properly of satisfying the eqnation 

and as tbis equation will be incessantly recarring in what follows, we sball 
write it in the abridged form = dVf tbe symbol d being used in no other 
sense throughout the whole of tbis Essay. 

In Order to prove tbat 0=^SV, we bave only to remaric, tbat by 

differentiation we immediately oblain = ^--7y and consequently eacb ele- 

ment of V substiluted for V in tbe above eqnation salisfies it; bence tbe 
wbole integral (being considered as tbe sum of all tbese elements) will also 
satisfy it. Tbis reasoning ceases to bold good wben the point p is within 
the body, for then, the co-efficienls of some of tbe elements which enter 
into V becoming infinite, it does not tberefore necessarily follow that F satis- 
fies the eqnation 

altbough eacb of its elements, considered separately, may do so. 

In Order to delermine what dV becomes for any point within tbe body, 
conceive an exceedingly small sphere whose radins is a inclosing tbe point p 
at tbe distance b from its centre, a and b being exceedingly small qnanlilies. 
Then, the valne of V may be considered as composed of two parts, one due 
to tbe sphere itself, the other due to tbe wbole mass exterior to it: bat tbe 
last part evidently becomes equal to zero wben sabstituled for V in dV, 
we bave tberefore only to determine tbe value of dV for tbe small sphere 
ilself, which value is known to be 

d{27iä'Q — inb''Qy, 

Q being equal to tbe density within tbe sphere and consequently to tbe value 
of (f' at p. If now x^, y^, z^, be tbe co-ordinates of tbe centre of the 
sphere, we bave 

b' = ^w-xf^{y-yf^{z-z)\ 
and consequently 

d(2nä^Q — ^nb^Q) = — 4n(f. 

Hence ,' throughout the interior of the mass 

= (JF-f-4?rp; 

Cr«iie'f JoarnftI f. d.M. Bd.XLIV. Heft 4. 46 
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of which, Ihe eqaation == JF for any j)oint exterior to the body is a par- 
tieolar case, seeing Ihat, here (> = 0. 

Lei now g be any line terminatiog in the point p, supposed without 

■-r-J= the force tending to impel a particie of positive 
eleclricity in the direclion of g, and tending to increase it. This is evident, 
becanse each of the elements of V substituted for V in —yj^J^ ^^U give 
the force arising from this element in the direclion tending to increase q, and 

-y—j will give the sum of all the forces dne to every ele- 
ment of V, or Ihe total force acting on p in the same direclion. In order 
to show that this will still hold good, although the point /i be within the body; 
conceive the value of V to be divided into two parts as before, and moreover 
let p be at the sarface of the small sphere ot b^=a, then the force exerted 
by this small sphere will be expressed by 

da being the increment of the radins a, corresponding to the increment dg 
of g, which force evidently vanishes when a==0: we need therefore have 
regard only to the part due to the mass exterior to the sphere, and this is 
evidently equal to 

But as the first diJBPerentials of this qnanlity are the same as those of V wben 
a is made to vanish, it is clear, that whether the point /i be within or withont 
the mass, the force acting npon it in the direclion of g increasing, is always 

given by -(-^)- 

ATthongh in what precedes we have spoken of one body only, the 
reasoning there employed is general, and will apply equally to a System of 
any nnmber of bodies whatever, in those cases even, where there is a finite 
qaanlity of eleclricity spread over their snrfaces, and it is evident that we 
shall have for a point p in the interior of any one of these bodies 

(1.) = (JF+47rp. 
Moreover, the force tending to increase a line g ending in any point p within 
or wiUiout the bodies, will be likewise given by —yj-)\ the function V 
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represenliag the som of all the eleolric particles in the System divided by 
their respective distaoces from p. As tbis function, whicb giTes in so simple 
a form tbe valaes of the forces by whicb a particie p of electricity, any how. 
sitoaledi) is impelled, will recar very freqQently in wfaat follows, wo faave 
ventored to call it tbe potential function belonging lo the system, and it will 
evidently bo a faoction of tbe co-ordinates of tbe particie p under consideration^ 

2. 

It bas been long known from experience^ that wbenever the electric 
fluid is in a slale of equilibriom in any System wbaiever of perfectly con- 
dncting bodies, tbe wbole of the electric fluid will be carried to the surface 
of those bodies^ without the smallest portion of electricity remaining !n their 
interior: but I do not know that tbis bas ever been sbown to be a necessary 
consequence of tbe law of electric repnlsipn, whicb is found to take place in 
nature. This however may be sbown to be the case for every imaginable 
System of conducting bodies, and is an immediate consequence of what bas 
preceded. For let x, y, z, be tbe rectangular co-ordinates of any particie p 

in the interior of one of the bodies; then will —yr—)^ be the force with 

whicb p is impelled in the direction of the co-ordinate x, and tending to 

increase it. In the same way — -^ and — -t— will be Ihe forces in y and 

z, and since the fluid is in equilibrium all tfaese forces are equal to zero: hence 

which equation being integrated gives 

I^ = consu 

This value of V being substiluted in the equation (1) of the preceding 
nnmber gives 

and consequentiy shows, that the density of tbe electricity al any point in the 
interior of any body in the System is equal to zero. 

The same equation (1) will give the value o(*(f the density of the 

electricity in the interior of any of the bodies , wben tbere are not perfect 

conductors, provided we can ascertain tbe value of tbe potential function V 

in their interior. 

46* 
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• 

3. 

Before proceeding to make known some relations which exist between 
ihe density of the electric fluid al tbe surfaces of bodies, and Ihe correspon- 
ding valnes of the potential fonctions witbin and witbout those surfaces, the 
electric fluid being confined to them alone, we sball in tbe first place, fay 
down a general theorem w^ich will afterwards be very usefui to ns. Thia 
tbeorem may be thus enunciated: 

Let 17 and F be two continuous functions of tbe rectangular co-ordi- 
nates x, y, z, whose differential co-»efficients do not become infinite at any 
point witbin a solid body of any form whateyer; then will 

/dxdydzüdV+Jdaü{^)=.Jd^ 

the triple integrals extending over tbe whole interior of the body, and those 
relative (o da, over its surface, of which da represents an eleinent : dw being 
an infinilely smali line perpendicnlar to the surface, and measured from this 
surface towards the intei^or of the body. 

To prove this let us consider the triple integral 

>.,*i(^)(^)+(f)(f)+(^)(^)i- . 

Tbe melhod of integration by parts, reduces tbis to 

JdydzV"^ -fdydzV ^ \fdxd% F" ^ -fdxdzV ^ 

the accents over the quantities indicating, as usnal, the values of those qaan» 
tities at the limits of the integral, which in the present case are on the surface 
of the body, over wbose interior the triple Integrals are silpposed to extend. 

Let US now consider the faTl/dydzV"-^ due to tbe greater values 

of X. It is easy to see since dw is every where perpendicnlar to Ihe surface 
of Ihe solid, that if d&' be the element of tbis surface corresponding to dydz, 
we sball have 

and bence by substitatioo 

'lU'' /\ ., dx w«, du" 



ßy^v ^ ^ -fä,- ^r 



dx 
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In like hanner it is seen, that in the part ~ /^X^^^'-j-- ^^^ to the sroailer 
values of x, we shall have dydz=^'\"j-'d(/, and conseqaently 

-/dydzV'^ = -/da'^V'^. 

*/ •' ax J äu> dx 

Tben^ since the sum of Ihe elements represented by d<i, together with tbose 
represenled by da^\ constitute .the wbole surface of the body, we have by 
adding these two parls 

y •' N dx dx y J dw dx 

where the integral relative to do is supposed to extend over the wbole sur- 
face, and dx lo be the increment of x corresponding to the increment dw. 

In precisely the same way we have 



therefore, the snm of all the double integrals in the expression before given 
will b? obtained by adding together the three parts jast found; we shall 
thus have 

J \ dx dw ^ dy dw ^ dz dwi J dw ^ 

where V and -j— represent the values at the surface of the body. Hence. 

the integral 

f^ j ^ S^V du . dV du . dV dU\ 
Jdxdydz\^-^ + ^^+-^-^l, 

by using the characteristic d in order to abridge the expression, becomes 

^JdcV^ ^fdxdydzVdU. 

Since the value of the integral just given remains unchanged when 
we Substitute V in th» place of ü and reciprocally, it is clear, that it will 
also be expressed by 

-fdaV^-fdxdydzUdV. 
Hence, if we equate these two expressions of the same quantity, afler having 
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changed their signs^ we shall have • 

(2.) fiaV^\fdxdydzVdV =^ fdaU^^fixdydzUdV. 

Thus Ifae Iheorem appears tq be completely establisbed, wbatever may be the 
form of Ibe fuoclions 17 and F. 

In onr enunciation of Ihe Iheorem, we have supposed the differentials 
of V and V to be finite within the body nnder consideratioa, a condition^ 
the necessity of which does not appear explicitly in the demonstation^ bot, 
whicb is understood in Ihe method of Integration by parts there employed. 

In Order to show roore clearly the necessity of this condilion, we will 
now determine the modification which Ihe formnia must nndergo, when one 
of Ihe functions, U for example, becomes infinite within the body; and let us 
0uppo8e it to do so in one point // only: moreover, infiaitely near Ihis point 

let U be sensibiy equal to — ; r being the distance between the point /i' and 

the element dxdydz. Then if we suppose an infinitely smail sphere whose 
radias is a to be described round p\ it is clear that our Iheorem is applicable 

to the whole of the body exlerior to Ihis sphere, and since, dU'=^d — ==:0 

within the sphere, it is evident, the triple Integrals may still be supposed to 

extend over the whole body, as the greatest error that this supposition can 

ydV 
doUr^^ due 

to the surface of the small sphere is only an infinitely small quantity of Ihe 

daV-^ due 

to this same surface, which, since we have here -v- == -^t- =^ -r^ = -^ 

dw dr dr dr* 

= -^, becomes 

-4nF' 

■ 

when the radtos a is supposed to vanisb. Thus, the equation (2.) becomes 
(3.) fdsdrdzUäV-^fdoü^ ^fdxdydzVdü-i^fdoV^-AnV', 

■ 

where, as in the former equation, the triple integrals extend over the whole 
voIume of the body, and those relalive to da, over its exlerior surface: 
V* lieing. Ihe value of V at the, point p\ 
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• In like manner, if tim foncüon V he sncb, tbat it becomes infinite for 

any point p" wilbln tbe «body, and is moreover, sensibly eqnal to -79 in- 

finitely near Ibis point, as ü is Infinitely near to tbe point p', it is evident 
from wbat bas preceded tbat we shall bave 

(3'0 fdxdyd%ViV\fdaV^-\nlT' 
^fdxdydzVdU^fdaV^-inV; 

tbe integrals being taken as before, and V representing tbe valne of ü, at 
tbe poinl p'' wbere V becomes infinite. Tbe same proeess will evidently 
apply, bowever great may be tbe number of similar poinls belonging to tbe 
functions 17 and V. 

For abridgment, we sball in wabat Follows, call tbose Singular values 
of a gtven fanction, wbere its diJBTerential co-efficients become infinite, and 
tbe condition originally imposed upon ü and V will be expressed by saying, 
tbat neitber of them bas any singolar values witbin tbe solid body under con- 
Bideration; 

4. 
We will now proceed to determine some relalions existing between tbe 
density of tbe eleclric flnfd at tbe surface of a body, and tbe potential functions 
tbence arising, witbin and witbout tbis snrface. For tbis, let ifda be tbe 
quantity of electricily on an element da of tbe surface, and V, tbe value of 
tbe potential fünction for any point p witbin it, of wbicb tbe co-ordinates 
are x, y, s. Tben, if V be tbe value of tbis fünction for any otber point p' 
exterior to *tbis snrface, we sball bave 

Sf Vf ^9 being tbe co-ordinates of da, and 

the integrals relative to da extending over tbe wbole snrface of tbe body. 

It might appear at first view, tbat to obtain tbe value of F^ from tbat 
of V, we should merely bave to cbange x, y, z, into x', y, z': bul, tbis is 
by no means the case; for, the form of tbe potential fünction changes suddenly, 
in passing from the space witbin to tbat witbout tbe surface. Of tbis, we may 



364 SS' G. Green, on ihe theoriee of Eleetrieiiy and Magneiism. 

give a very simple example, by supposing the wrface to be a sphere w||ose 
radius is a and centre at the origin of the co-ordinates ; tben, if the density q 
be constant. we shall have 

V^4npa and V = y^^^/'V»'*) ^ 
which are esseotially distinot fanctions. 

With respect to the functions V and V in the general case, it is 
clear that each of them will satisfy Laplace^s eqnation, and conseqnently 

= dV and = d'V: 

moreover, neilher of them will have Singular valaes; for any point of the 
Spaces to which (hey respectlvely beiong, and at the sorface itself, we shall 

have 

V = V 

the horizontal lines over tbe quantities indicating that they belong to the sar- 
faee. At an infinite distance from this snrfaqe, we shall likawise have 

F' = 0. 

We will now show, that if any two fnnctions whalever are taken^ 
satisfying these condilions, it will always be in onr power to assign one^ and 
only one valne of ff} which will produce them for corresponding potential 
functions. For thitp we may remark, that the equation (3) art. 3 being applied 

to the Space within Ihe body^ becomes, by making Us= — , 



/^(f ) =/*^(i) 



since U = ^^ has but one Singular point, \i%. p; and, we have also JF = 

and ^ — > = : r being the distance between the point p to which V belongs, 

and the element da. 

If now, we conceive a surface inclosing the body at an infinite distance 
from it, we shall have, by applying the formula (2) of the same artide 
to the Space between the surface of the body and this imaginarv exterior 

(1 ' \ 

seeing that bere —=U has no Singular valuej 



Z?-® -MÜ)- 
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siDce the pari due to tbe infinite surface may be neglecled, because V is 
there eqnal to zero. In Ibis last equation, it is evident ibat dw' is measured 
from tbe surface, into tbe exterior space, and bence 

wbicb equation reduces tbe sum of (be two just given to 



/-^l©+0^! =-"'■»'• 



In exactiy tbe saroe way, for tbe point p' exlerior to tbe surface, we sball 
obtain 

Hence il appears, tbat tbere exists a value o( q, viz. P == "X" I w~/ "f" ("T^)!' 
wbicb will give V and V, for tbe two potential functions, witbin and witbout 
tbe surface. 

Again, — (^ — ^)=force wilb wbicb a particie of positive electricity /^^ 
placed witbin tbe surface and infinitely Qear it, is impelied in tbe direction dw 

perpendicular to tbis surface, and directed inwards; and — T j-r-J expresses 

tbe force witb wbicb a similar particie p' placed witbout tbis surface, on 
tbe same normal witb p, and also infinitely near it, is impelied outwards in 
tbe drrection of tbis normal: but tbe sum of tbese two forces is equal to 
double tbe force tbat an infinite plane would exert upon p, dupposing it nni- 
formly covered witb electricity of tbe same density as at tbe foot of tbe 
normal on wbicb p is; and tbis last force is easily sbown to be expressed 
by 27i()^ bence by equating 

and consequently tbere is only one value of q, wbicb can produce V and V 
as corresponding potential fnnctions. 

Altbougb in what precedes, we bave considered tbe surface of one 
body only, the same argumenta apply, bow great soever may be tbeir number; 
for tbe potential funclions V and V would still be given by the formulfie 
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the only difference would be, Ibal the integrations must now exlend over the 
sttrface of all the bodies, and, thal the number of functions represented by V, 
would be equal to the aumber of the bodies, one for each. lo this case, if 
there were given a value of V for each body, together with V belonging 
to the exterior space; and moreover, if Ihese functions satisfied to the above 
mentioned conditions, it would always be possible to delermine the density 
on the surface of each body, so as to produce these values as potenlial 
Functions, and there would be but one density, viz. that given by 



which conld do so: q, -^— and ^-7- belonging to a point on the surface of 

any of these bodies. 

5. 
From what has been before established (art. 3), it is easy to prove, 
that when the value of the potential function V is given on any closed sur- 
face, there is but one function which cän sa\isfy at the same tiroe the eqnation 

and the condition, that V shall have no Singular values within this surface. 
For the eqnation (3) art. 3, becomes by supposing (^17 = 0, 



MZ =>F^-4>.r. 



In this eqnation, U is snpposed to have only one Singular value within the 
surface, viz. at the point p', and, infinitely near to this point, to be sensibly 

equal to — ; r being the distance from p'. If now we had a value. of U, 

which, besides satisfying the*above writlen conditions, was equal to zero at 
the surface itself, we should have 17 = 0, and this eqnation would become 



(5.) 0=/teF-^-4«F', 



which shows, that V the yalne of V at the point p' is given, when V i\s 
value at the surface is known. 

To convince ourselves that there does exist such a function as we 
have supposed 17 to be; conceive the surface to be a perfect conductor put 
in commnnication with the earth, and a nnil of positive electricity to be con- 
centrated in the point p^, then the total potential function arising from p' and 
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• 

from the electricHy it will indnce upon the 8urface,*will be the reqaired valoe 
of U. For, in consequence of the communication esta&lisbed between Ihe 
condacling surface and the earth, Ihe total potential fanclion at this surface 
mast be constant, and equal to that of the earlh itslef, i. e. lo ^^ro (seeing 
that in this alale they form but one condacting body). Taking, Iherefore, 
this total potential fanction fer ü, we have evidently 0=U, = dUj and 

17= — for those parls infinitely near to //• As moreover, this fonctiön has 

no other singnlar poinls within the surface, it evidently possesses all the pro- 
perties assigned to ü in the preeeding proof. 

Again, since we have evidently U' = 0^ for all the space exterior 
to Ihe surface, the equation (4) art. 4 gives 

where (q) is the density of the electricity induced on the surface, by the 
action of a unit of electricity concentrated in the point p\ Thus, Ihe equa-* 
tion (5) of this articie becomes 

(6.) V' = -fda{Q)r. 

This equation is remarkable on account of ils simplicify and singularity, 
seeing that it gives the value of the potential for any point p', within the 
surface, when V, its value at the surface itself is known, togelher with ((»}, 
(he density that a unit of electricity cojicentradet in p' wonid induce on this 
durface, if it condncted electricity perfectly, and were put in communication 
with the earth. 

Having thus proved, that V the value of the potential function V, at 

any point p' within the surface is given , provided its value V is known at 

this surface, we will now show, that whatever the value of V may be, the 

general value of V deduced from it by the formula just given shall satisfy 

the equation 

= dV. 

For, the value of V at any point p whose co-ordinates are x, y, z, deduced 
from the assumed value of V, by the above written formulA, is 

ü being the total potential function within the surface, arising from a unit of 
rieciricity concentrated in the point p, an j the electricity induced on the surface 

47* 
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ilself by its action. Then, since V is evidently independent of x, y, z, \ve 
immediately deduce 

AndV =fdaVS(^y 

Now tbe general value of U will depend lipon the posilion of the 
point p producing it, and upon thal of any other polnl p^ whose co-ordinates 
are x*, y', z', to which it is referred, and will consequently be a function of 
the six quanlities x, y, z, x', y, z\ Bat we may conceive V lo be divided 

into two parls, one = — (r being the dislance pp^') ariding from Ihe electricily 

in p, the other, due to the electricily induced on the sarface by the action of /f^ 
and which we shall call IJ ^. Then since IJ^ has no Singular valued witbin 
the surface, we may deduce its general value from that at the snrface^ by a 
formula similar to the one just given. Tbus 

where V^ is the total potential function^ which would be produced by a unil 

of electricily in p\ and therefore, (-j^} Is independent of tbe co-ordinates 

^> y^ ^j of », to which d refers. Hence 
t 

We have before supposed 

and as J — = 0, we immediately obtain 

du = du,. 

Again, since we have at the surface itself 0=£/ = -=r-{-^^; r being the 
distance between p and the dement da, we hence deduce 

this substituted in the general value of ^U^ before given, there arises dU^ = 0, 
and consequently = (fl7. The result just oblained being generale and ap- 
plicable to any point p" witbin tbe surface, gives immediately 

and we have by snbslituting in the equation delermining; äV, 

«= dV. 
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In a preceding part of this ariicie, we have obtained Ihe eqnalion 

which combined wilh = S[-j—j, gives 

= <y(p), 

and therefpre the density (q) induced on any element d^j which is evidently 
a function of the co-ordinates x, y, z, of p, is also such a function as will 
satisfy the equation 0=<^((i): it is moreover evident, that ((>) can never beconie 
infinite when p is wilhin the surface. 

It now remains to proye, that the formula 

^ = iA-'nf ) = ->(*>'' 

shall always give V=V, for any poinl within the surface and infinilely near 
it, whatever may be the assumed value of V. 

For this, suppose the point p to approach infinitely near the surface; 
then it is clear that the valne of ((>), the density of the electricily induced 
by p, will be insensible, except for those parts infinitely near to p, and in 
these parts it is easy to see, that the value of (q) will be indcpendent of the 
form of the surface, and depend only on the dislance p^da. But, we shall 
afterwards show (arl. 10), that when this surface is a sphere of any radius 
whatever, the value of ((») is 



(9) 



a 



a being the shortest distance between p and the surface, and f representing 
the distance p,da. This expression will give an idea of the rapidity with 
which {(}) decreases, in passing from the infinitely small porlion of Ihe surface 
in the immediate vicinity ^ p, to any other part situate at a finite distance 
from it, and when substituted in the above written value of V, gives, by 
supposing a to vanish, 

V =V. 

It is also evident, that the function V, determined by the above wrilten for- 
mula, will have no Singular values within the surface under consideration. 

Whal was before proved, for the space within any closed surface^ 
may likewise be shown to hold good, for that exterior to a number of closed 
surfaces, of any forms whatever, provided we introduce Ibe condition^ that V* 
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sball be equal to zero at an infinite distance from these sorfaces. For, con- 
ceive a surface at an infinite distance from Ihose under consideralion ; then, 
whal we bave before said, may be applied to tbe wbole Space witbin tbe 
infinite surface and exterior to tbe otbers; consequently 

(5'.) 4nV'=/daV'(^), 

wbere tbe sign of inlegralion must exlend over all tbe surfaces, (seeing tbat 
tbe part due to tbe infinite surface is destroyed by tbe condition, tbat V is 
tbere equal to zero^ and dw must evidenlly be measured fröm tbe surfaces, 
into tbe exterior space to wbicb V now belongs. 

Tbe form of tbe equation (6) remains also unaltered, and 

tbe sign of integration extending over all tbe surfaces, and ((») being tbe density 
of tbe electricity wbicb would be induced on eacb of tbebodies, in presence 
of eacb otber, supposing tbey all communicated witb tbe earlb by means of 
infinitefy tbin conducting wires. 

Let now A be any closed surface, conducting electricity perfectiy, 
and p a point witbin it, in wbicb a* given quatftity of electricity Qis con* 
centrated, and.suppose tbis to induce an electrical State in A; tben will V, 
tbe yalne of tbe potential function arising from tbe surface only, at any olber 
point p', also witbin it, be such a function of tbe co-ordinates // and p\ tbat 
we may cbange tbe co-ordinates of p, into Ibose o( p'j and reciprocally, wilbont 
allering its value. Or, in otber words, tbe value of tbe potential function at p'j 
due to tbe surface alone, wben tbe inducing electricity Q is concentrated in p, 
\s equal to tbat wbicb would bave place et p, if tbe same electricity Q were 
concentrated in p\ 

For, in consequence of tbe equilibrium at tbe surface, we bave evi-^ 
dently, in tbe first case, wben tbe inducing electricity is concentrated td p, 

r being tbe distance between p and da' an element of tbe surface il^ and ft 
a constant quantity dependant upon tbe quantity of electricity originally placed 
on A. Now tbe value of V at p' is 

V=^-f{Q')daT, 
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by what has been shown (art. 5); (q') being, as id tbat articie, tbe density 

of the eleclricily which would be induced on the element da' by a nnit of 

electricily in p', if the surface A were pat in communicalion wilh the eartb. 

This equation ^ives 

(Jr= -fy)d&dV= 0; 

since dV =^ -r-d^ ^=0: the Symbol d referring to the co-ordinates x, y, z, 

of //• Bat we know that = 3'V; where S' refers in a similar way to the 
co*ordinates x\ y, z\ of p' only. Hence we have simultan eoosly 

= (Tr and = (rF; 

where it mast be remarked, that the fanclion V has no. Singular values, pro- 
vided the points p and p' are both situate within the surface A. This being 
the case the first equation evidently gives (art. 5) 

F= -/((>)rf(TF> 

V being what V would become, if the inducing point p were earried to da, 
p' remaining fiji^ed. Where F" is a funclion of x'j y', z\ and i, ri, TC,, the 
co-ordinates of da, whereas (p) is a funclion of x, y, z, §, rj, ^, independent 
of x', y, z*; hence by the second equation 

= (TF = -f^q)da9V, 

which could not hold generally whatever mighl be the Situation of p, unless 
we bad . 

= JF; 

where we mnst be cantious, not to confound the present value of V, with 
tbat employed at the beginning of this article in proving the equation = dV, 
which last, having performed its office, will be no longer employed. 
The equation 0==(^'F' gives in the same way 

V being what F beöomes by bringing the point p' to any other element da' 
of the surface A. This substiluted for V, in the expression before given, 
there arises 

in which double integral, the signs of Integration, relative to each of the in- 
dependent elements da and da', must extend over the whole surface. 

If now, we represent by V, the value of the potential function at p 
arlsing from the surface A, when the electricity Q is concentrated in p', we 
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shall evidenlly have _ 

where the order of integralions alone is chauged, the limits remaining unaltered: 

"7" 

K^ being what V^ vvould become^ by firsi brioging the electrical point p' lo 
the surface, and aflerward tbe point p to which V^ belongs. This being done, 

it is clear that V and V^ represent but one and tbe same qnantity, seeing 
that eacb of Ibem serves to express (he value of the potential function, at 
any point of Ihe surface A, arising from the surface itself, when the electricity 
is induced upon it by the action of an electrified point, situate in any other 
point of the same surface, and hence we have evidently 

ÖS was asserted at the commencement of this arlicle. 

It is evident from art. 5, that our preceding argumenis wiil be eqnally 
applicable to the space exterior to the surfaces of any number of conducting 
bodies, provided we introduce the condition, that tbe potential fiinction V, 
belongipg to this space, shall be equal to zero, when either p or p' shall 
remove to an infinite distance from these bodies, which condilion will evi- 
dently be satisfied, provided all Ihe bodies are originally in a natural State- 
Supposing this therefore to be the case, we see that the potential function 
belonging to any point p' of the exterior space, arising from the electricity 
induced on the surfaces of any number of conducting bodies, by an electrified 
point in p, is equal to that which would have place at p, if the electrified 
point were removed to p\ 

What has been just advanced, being perfectiy independent of the number 
and magnitude of the conducting bodies, may be applied to the case of an in« 
finita number of particles, in eacb of which the fluid may move freely, but 
which are so constituted that it cannot pass from one to anotber. This is 
what is always supposed to take place in the Iheory of magnetism, and the 
present article will be found of great use to us wben in the sequel we come 
to treat of that theory. 

These things being established wilh respect to electrified surfaces; (he 
general theory of the relations between the density of the electric fluid and 
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the corresponding potential fuDcUons, when tbe electricity is disseminated tbrough 
the interior of solid bodies hs well as over tbeir surfaces, will very readily 
flow from what has been proved (art. 1). 

For tbis 4et V represent tbe value of tbe poteotial funclion at a point p'^ 
witbin a solid body of any form, arising from tbe wbole of tbe electric fluid 
contained in it, and p' be tbe density of tbe electricity in its interior; {/ being 
a function of tbe tbree rectangular .coordinates x, y, z.: tben if q be tbe den- 
sity at tbe surface of tbe body, we sball have 

r' being tbe distance belween tbe point p^ wbose co-ordinated are x\ y\ %\ 
and tbat wbose co-ordinates are x, y, z, to wbicb (>' belongs, also r tbe 
distance between. p^ and da, an element of tbe surface of tbe body: V being 
evidently a function of j?^ y^ z\ If now V be wbat P becomes by cban- 
ging x^, y'j z\ into x, y, z, it is clear from (art. 1), tbat (>' will be given by 

Substituting for q', tbe value wbicb results' from tbis e<][uation, in tbat imme- 
diately preceding we obtain 

jr, fdxdydziV , fgdc 

J ^n^ "VT"' 

wbicb, by means of tbe equation (3. art. 3), becomes , 

tbe borizontai lines over the quantities, ihdicating tbat tbey belong to tbe 
surface itself. 

Suppose V ^ to be tbe value of tbe potential function in Ibe space ex- 
terior to the body, wbicb, by (art. 5), will.depend on tbe value of V at tbe 
surface only; aod tbt equation (2. art. 3), applied to tbis exterior space, 

will give since (jr^ = and J— = 0, 

>'<#)=>^(^)=/^(f> 

wbere duf is measured from tbe surface into tbe exterior space to wbicb V^ 
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belongs, as dw is, inlo the inlerior space. Conseqoently dw = — dw\ and 
therefore 



A^i) 



Hence tbe eqaation determining q becomes, by sabstitnting for 
its valoe JQSl given, 

J r ~ AnJ r (Vrfu?/ "» Vi/m//) ' 
. an eqaation which could not subsist generally, unless 

Thus tbe whole difficulty is redaced to finding the value V^ of tbe potential 
fanction exterior to tbe body. 

Althongb we have considered only one body, it is clear that the same 
theory is applicable to any nnmber of bodies, and that the values of q and q' 
will be given by precisely the same formulae, bowever great that nnmber may 
be: V^ being the exterior potential fanction common to all tbe bodies. 

In case the bodies ander consideration are all perfect condoctors, we 
have seep (art. 1), that the whole of tbe electricity will be carried to their 
surfaces, and therefore there is bere no place for the application of the theory 
contained in t^is article; bat as there are probably no perfectly condncting 
Bodies in natare, tbis theory becomes indispensably necessary, if we woald 
investigate the electrkal phenomena in all their generality. 

Eiaving in this, and the preceding articles, laid down tbe most general 
principles of the electrical theory, we shall in what follows apply these prln- 
ciples to more special cases; and the necessity of confining tbis Essay within 
a moderate extent, will compel us to limit ourselves to a brief examination of 
the more interesting phenomena. 

(To be cont.) ^ 
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23. 

Geometrisches. 

(Von Herrn W. Winkhaut, cand. math. zu Halver bei Arnsberg.) 



1. j^Ue Kugelzonen verschiedener Kugeln von gleicher Höhe h und 
gleichem mittlem Radius = q hahen den gleichen Cnbik-Inhalt J=:A(q'^ — ^^h^)7i 

(wo 71 = 3,14... )• 

3. Analoge Formeln giebt es för alle Körper, welche durch Umdrehung 
der Curven ersten und zweiten Grades um eine feste Axe entstehen. Die 
parallelen Grundflfichen, welche Obrigens auch beliebige Figuren sein können, 
seien Kreise mit den Radien R und r, die flbrige Bezeichnung sei wie oben, 
so hat man, wenn die Drehung um die gröfsere Axe geschieht, fQr die Zone 

Des. Parabololds J = nh(f' = ^nh{B^^r')^ 

Des Eilipsoids J = 7ih{ff-^. iV*') = i tiä (/P + r^ + ^ . ^^) 

oder J = ^n . |- y'(4(.» _ 2iP - 2r*) . (V -f Ä* -\- r") , 

Des Hyperboloids J =^ 7iA(f -\- ^ ■ ^Ä') , 

Äer J=i(^Ä)(ÄHr'-iA'.-^*), 

oder jr=^n.-y-y(-V+2iP+2r»).(4(»'+Ä*+r»); 

and ffir die Zone 

des Kegels J = i?rÄ[IP-f-V— i(Ä— r)T = «A[ilr + i(il— r)']. 

Die Formel J = n/i [fi' ■\--^(,B — r)'] , welche zur Berechnung die 
bequemste und den ersten Formeln analog ist, hat Koppe im 18. Bande dieses 
Journals mitgetheilt; und zwar in der Form, wie sie fflr den Obelisken pafst. 

Im September 1851. 
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24. 

Aufgabe. 



Ißer Beweis der beiden Sätze, dafs jede ganze Zahl aus drei Tri- 
gonalzahlen, so wie aus zwei Trigonalzahlen und dem Vierrachen einer dritten 
durch die Addition sich zusammensetzen läfst, das heifst, dafs, wenn man 

j^w {w '\'l) — a, *j^- (j: 4-1} = *, iy(y+l) = c und 

setzt, fOr jede ganze Zahl z immer ganzzahlige Werthe 0, 1, 2, 3, 4, ... von 
w, X, y und t^i, x^^ yi Statt finden, fOr welche 

z = ai + *, + 4cx 

ist, läfst sich zwar vollstfindig auf den Satz grflnden, dafs jede Zahl, welche 
nicht eine der Formen 4/sr und 8k -{-7 hat, aus weniger als vier Qii^draVen 
ohne gemeinschaftlichen Theiler durch die Addition zusammengesetzt werden 
kann: indessen wfire vielleicht auch noch ein directerer Beweis der beiden 
Sfilze zu wänschen, und die Aufgabe wäre, einen solchen Beweis zu geben. 



CreUe., Jotmal d.JhäLßd. M .&/tf. 



TAU/. 




TAF.Bl. 



^ 



I 





,», 



E 



\ 



H 



I 



i^^^^^^^ 









-X - 



/ 

/ 






/ 



I 'm- ■ i 



/ 



/ 



/ 



/ 



^ORAGE AI 



■ 


i 


k <>* ■ • 7 -^^ /»i- 


-1 

1 


■ 


^ 


1 




j^^L_l 






#■ 




V 


m 




2 


0\. d - '■ 


1 ■ 


1 


i 

2 






^^^^^•/ '.K^-. :■ ^.. 1. 


^ 



